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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Представлеше о векторЪ является естественнымъ обра- 
зомъ при изучен всякихъ физическихъ явленй, въ которых 
играетъ какую-либо роль направлене движевшя или вообще 
направлене измЪфненя въ состоянш тЪла или физической 
среды. Отсюда само собою понятно то важное значенге, 
которое имфетъ изучеше векторовъ во всЪхъ физическихъ 
наукахъ. Векторъ представляетъ собою поняйме сложное, 
заключающее въ себф поняме о числЪ и поняте о напра- 
вленш, а часто кромЪф того и поняте о положенм въ про- 
странствЪ. Уже съ давнихъ поръ, при ръшенш различныхть 
вопросовъ прикладной математики геометрическимъ путемъ, 
дфЪлаютъ построешя, въ которыхъ основным элементомъ 
является векторъ; но лишь въ сравнительно недавнее время 
стали разсматривать векторъ какъ такой элементъ, который 
можно включать и въ формулы. Таюмя формулы называются 
вектор1альными; а изучене векторальныхъ зависимостей 
и условй, при которыхъ онЪф могутъ примфняться къ рЪ- 
шенпю вопросовъ геометрм и различныхъ отраслей ири- 
кладной математики, составляетъ предметъ вектор1аль- 
наго анализа. 

Въ развитм этого предмета можно замЪтить два на- 
правлен1я. Одно, болфе старое, связано съ именами Грас- 
смана (Сгаззтапи, «ОГе Ппезе Аизаебптиюо евте» 1844 г.) 
и Гамильтона (НаЩов, «Бесбогез оп дфазегтопз», 1853 г.); 
другое направлеше, болЪфе новое, возникло одновренно сть 
учешемъ о «векторлальномъ полф» и развилось благодаря 
трудамь Максвелла (Махуе, Хивсайда (Неауезае), 
Джиббса (413), Фёппля (Ебрр!) и другихъ. Геометриче- 
свя основы въ обоихъ направлешяхъ конечно тождественны, 


но послфднее изъ нихъ отличается большею простотою и 
наглядностью и поэтому съ большимъ успфхомъ примфняется 
къ рыпеню различныхъ вопросовъ геометрии, механики, 
физики и ихъ приложен. Мы и будемъ въ изложении век- 
торальнаго анализа придерживаться этого второго напра- 
вленя. 

Только въ недавнее время стали появляться сочинешя 
спещально по векторальному анализу (СЗ ап УПзоп, 
Непгю! ап@ Тигоег, Ебрр, Сапз, Виспегег, 1апоке), въ кото- 
рыхъ эта метода излагается въ болфе или менфе система- 
тическомъ видЪ, и притомъ въ такой формЪ, въ которой 
его примфнене дЪлается простымъ и практически удобнымъ. 

При изложенш предмета и выборЪ иллюстрирующихъ 
его приложенй, которыя могутъ быть весьма различны вЪ 
зависимости и отъ самой методы и отъ того, что считать 
наиболЪе важнымъ, мы будемъ имЪть въ виду значеше 
векторлальнаго анализа прежде всего для механики, такъ 
какъ примЪненя векторальнаго анализа во всЪхъ другихъ 
отрасляхъ прикладныхъ математическихъ знанй происхо- 
дитъ преимущественно черезъ посредство механики, какъ 
главной основы этихъ знанй. 

Особенность всякаго символическаго исчисленйя состоитъ 
въ томъ, что соединяются подъ немногими символами сложныя 
зависимости между различными математическими элементами, 
и часто для этого объединяются цфлыя группы этихъ эле- 
ментовъ подъ одним символомъ. Но векторальный анализ 
не есть просто символическое исчислене. ЦФль его заклю- 
чается нетолько во внЪфшнемъ унрощенш зависимостей и 
ДЪйствй надъ элементами, входящими въ эти зависимости, 
а главнымъ образомъ въ приведеши математическихъ эле- 
ментовъ въ возможно тфсное соотвЪтстве съ геометри- 
ческими и физическими представлен!ями, для выраже- 
мя которыхъ должны служить эти элементы. Нужно имЪть 
въ виду, что векторъ является при этомъ основнымъ эле- 
ментомъ но самому существу дЪла. 

Термины и символы въ векторлальномъ анализЪф еще 
далеко не установились, въ особенности-же въ русской ли- 


тературЪ; поэтому выборъ тЪхъ и другихъ въ этой книгЪ 
представлялъ не мало затрудненй. При стремленши къ воз- 
можной простотЪ, пришлось выбрать термины и символы 
отчасти англйсве, а отчасти нфмецюе. 

ВсЪ вопросы векторальнаго анализа излагаются въ этой 
книг по возможности векторальнымъ способомъ; но от- 
сюда еще не слЪдуетъ, чтобы аналитическая метода была 
при этомъ совсфмъ изгнана. Для установленя нЪкоторыхъ 
понятй и для вывода нЪкоторыхъ правилъ вектортальнаго 
анализа, в'ь особенности въ дифференщальной его части, 
совершенно избЪжать этого пока еще не удается; но 
кромЪ того, для оцнки векторальной методы. сравнене съ 
аналитическою методою иногда очень полезно. Притомъ-же 
связь между обфими методами взаимная: если множество 
аналитическихь формулъ съ удобствомъ укладываются въ 
простыя формулы вектортальнаго анализа, то и наоборотъ, 
часто вопросы, рЪшенные векторальнымъ способомъ, есте- 
ственнымь образомъ приводятъ къ аналитическимъ форму- 
ламтъ. 

Первыя шесть главъ этой книги совершенно элемен- 
тарны и могуть быть изучаемы лицами, еще не приступив- 
шими къ дифференщальному и интегральному исчислению. 
Но конечно при указанм приложен векторальнаго ана- 
лиза предполагается, что читатель знакомъ съ соотвЪт- 
ственными отдЪлами прикладныхъ математическихь наукЪъ. 
Тъмъь болЪфе, что эти приложешя указываются болышею 
частью безъ доказательствъ, такъ какъ иначе приш- 
лось-бы излагать чуть-ли не цфлые отдфлы этихъ наукъ, 
что уже выходило-бы за предфлы назначенной для этой 
книги цфли. Достаточно, если изъ приложенй будетъ вы- 
ясняться основное положеше, оправдывающее векторальный 
анализъ, какъ самостоятельную область изслфдованя, и 
состоящее въ томъ, что въ огромной области физико-мате- 
матическихъ наукъ векторъ является основнымъ и 
естественнымъ элементомъ при изображении физи- 
ческаго явлен1я и при его изслЪ дован!и. 
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За непмфемъ курсивнаго треческахо шрифта, на стран. 36 и др. век- 
торъ &, въ отличе оть его тензора «, напечатанъ боле крупнымъ шрифтомъ. 
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ПОПРАВКИ ВЪ ФИГУРАХЪ. 


32 на прямой Р.А’ вмЪето В поставить В’; на конф параллель- 
нато ей отрфзка, имфющаго начало въ точкЪ 0, поставить С“. 

40 выЪфето М поставить ЛИ“. 

44 въ пересфчени прямыхъ Д’О и 7 поставить 1. 

50 на прямой О.А” выфето А поставить А”, а на прямой, ей па- 
раллельной, вм$ето В поставить В’. 


59 на прямой ДЕ вместо М поставить ЛМ”. 


69 по выфшней линш поставить буквы А, В, С по направлею 
стр$локъ, а по внутренней линш буквы 4’, В’, С’ противу- 
положно направлешю стрФлокъ. 


ВВЕДЕНТЕ. 


1. Общее поняте о векторБ. Векторомъ называется всяый прямо- 
линейный отрфзокъ, для которахто указано направлен1е. Одинъ конець 
отр$зка называется началомъ вектора, другой—концомъ вектора. На, 
чертежахъ, чтобы отм%®чаль направлеюе вектора, его конецъ будеть 
обозначаться стрЪлкою. 

Векторъ есть понят!е сложное, заключающее въ себф н%сколько 
болЪе элементарныхъ понятй, выражающихся уже непосредственно 
числами: поняте о длинф, объ углахъ, которыми опредЪляется направ- 
лене вектора, и о положенйи начала вектора. ВыЪсто этого могутъ быть 
даны и друтля числа, опред ляюпдйя въ своей совокупности данный век- 
торъ; всяыя такя числа принято называть координатами вектора. 
Такъ какъ для направленя въ пространствЪ трехъ измфреюмй нужно 
знать два угла, образуемыхъ имъ съ двумя постоянными, заранфе вы- 
бранными направленями, то для опредфленя вектора, включая сюда 
его длину, нужно имЪть по крайней м$рЪ три числа. Число его коор- 
динатъ можетъ быть впрочемъ и больше, если для начала, вектора ханы 
каюя-либо дополнительныя условя (88 4, Ви 6), сообразно съ тфмъ 
геометрическимъь или физическимъ понятемъ, для котораго служить 
зекторъ. 

2. Обозначене вектора. Чтобы отличать въ формулахъ векторлаль- 
наго анализа векторъ, разематриваемый во всей своей совокупности, отъ 
числа, которымъ выражается его длина, мы условимся векторъ обозна- 
чать прямымъ и жирнымъ шрифтомъ, — наприм$ръ векторъ п, — а 
число, выражающее его длину, тою-же буквою, но курсивомъ (4). 

Кромф этого обозначен1я, получающаго теперь наибольшее рас- 
пространеше, употребляются, между прочими, сл$дуюпия: въ нёмецкихъ 
сочинетяхъ часто векторъ обозначается большою готическою буквою, & 
соотвфтственное число такою-же латинскою буквою (31 и А); во француз- 
`екихъ сочинешяхъ (по прим$ру В6заГя) векторъ и его длина обозна- 
чаются тою-же буквою и того-же шрифта, но для вектора ставится 
надъ боквою черта (& — векторъ, и — его длина). 


11. Сомовъ.—Векторлальный анализъ. 1 
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Еели на чертежЪ начало и конецъ вектора отмфчены отд льными 
буквами, напримфръ Аи В, и если намъ при этомъ понадобится по- 
мощью этихъ буквъ обозначать векторъ, то мы будемъ писалт в АБ, 
въ отличе отъ символа АБ, который будетъ обозначать только длину 
этого вектора. Г 

3. Свободный векторъ. Если векторъ опред%ляется только своею 
величиною и направлешемъ, такъ что за начало его можетъ быть при- 
нимаема любая точка пространства, то такой векторъ называется сво- 
боднымъ. Свободный векторъ можно въ случа надобности параллельно 
переносить изъ одного мФета пространства въ другое. 

Для его опредфленёя достаточно имЪть три аналитических 
элемента или три его „координаты“, такъ или иначе опредф ляющия 
его длину и его направлен:е. 

Въ механикф свободнымъ векторомъ изображается, напримЪръ, 
скорость постунательнаго движен!я; при изображени скорости 
векторомъ за его начало принимается та точка тфла, скорость которой 
онъ представляетъ; а такъ какъ при постунательномъ движенши всЪ 
точки тфла имфютъ скорости равныя и параллельныя, то безразлично, 
которой точки скорость будетъь взята для изображеня этого движет. 
То же самое можно сказать и относительно изображеня векторомъ уско- 
реня поступательнаго движен!я. При изображенти силъ векторами 
моментъ пары силъ, приложенныхъ къ твердому т№лу, тоже пред- 
ставляется свободнымъ векторомъ, такъ какъ дЪйстые пары опредЗ- 
ляется только величиною и направленемъ момента, начало же этого 
вектора остается произвольнымъ. То же самое можно сказать относи- 
тельно момента количества движен1я матеральной точки и си- 
стемы матермальныхъ точекъ, а въ кинематикЪ также и относительно 
пары угловыхъ скоростей, моменть которой тожественъь со ско- 
ростью поетупательнаго движеня. 

4. Передвижной векторъ. Если для вектора даны: его величина и его 
направленге и указана имфющая это направленше прямая линя, на кото- 
рой онъ долженъ находитьея, причемъ положене вектора на этой пря- 
мой остается произвольнымъ, такъ что онъ можетъ передвигаться по 
этой прямой въ ту и вЪ другую сторону, то такой векторъ называетея 
передвижнымъ '). Легко видЪть, что для передвижного вектора необхо- 
димо и достаточно знать пять аналитическихъ элементовъ, опре- 
дЪляющихъ: его длину, два угла для его направленя и положеше пря- 
мой въ систем параллельных прямыхъ, имфющихъ это направлене; 
для такой прямой, направлен которой уже дано направленемъ век- 


т) Лруме термины для передвижного вектора: 
„Приложенный веклторъ“, „акаальный векторъ“, „говюг“ (СНЫЁЙога), „Глитеп- 

рЪ, » р 

$е1“ (Сгаззтают), „ИщепЯйенысег Уеког“ (Виде). 
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тора, достаточно знать два элемента, наприм$ръ дв координаты точки, 
въ которой эта прямая перес$кается съ одною изъ координатныхь 
плоскостей. 

Передвижной векторъ тоже иметь важное значеше въ механикЪ. 
Веякая сила, приложенная къ твердому т$лу, представляется передвиж- 
нымъ векторомъ, такъ какъ за начало этого вектора (точку приложеня 
силы) можеть быть взята любая точка тфла, лежащая на прямой дЪй- 
ствия силы. Угловая скорость въ движения твердаго тЪла изображается 
векторомъ, отложеннымъ на оси вращеня, причемъ за начало его мо- 
жетъ быть взята произвольная точка этой оси; поэтому угловая скорость 
ееть тоже передвижной векторъ. 

5. Опредфленный векторъ. Если для вектора даны нетолько его 
длина и направлеще, но и его начало (или вмЪето этого его конецъ), 
то векторъ занимаетъ вполнВ опредЪфленное положеше въ пространетв%. 
Такой векторъ мы будемъ называть опред леннымъ. Такъ какъ поло- 
жеше точки въ пространетвВ опредЪляется тремя числами—координа- 
тами, то опред$ленный векторъ для своего опред$леня требуеть зна- 
я шести аналитическихъ элементовъ, выражающихея числами. 

НримЪромъ опред леннаго вектора можеть служить скорость какой- 
либо точки т$ла, если принять за правило, чтобы началомъ вектора- 
скорости. _ечиталась двигающаяея точка; еила, дЪйствующая на какую- 
нибудь частицу измфняемаго тЪфла, разематриваетея обыкновенно тоже 
какъ опредЪленный векторъ. 

6. Прямая линя, разсматриваемая какъ векторъ. Въ векторальномъ 
анализВ часто бываетъ весьма удобно опредЪлять положене прямой 
лини въ пространств, задавая на этой прямой передвижной векторъ, 
длина котораго при этомъ остается произвольною. Такъ какъ изъ пяти 
аналитическихь элементовъ, опредфляющихъ передвижной векторъ, 
одинъ, — его длина, — отпадаетъ, то прямая опредЗляетея четырьмя 
аналитическими элементами; это согласуется съ тБмъ, что объ 
этомъ извЗетно изъ аналитической геометрии. 

Векторальная точка зрЪня на прямую лин устанавливаеть 
хЪеную связь линейчатой геометр1и (геометыи Шлюкера), т.-е. гео- 
метры, въ которой основнымъ элементомъ служить прямая лишя;—6Ъъ 
векторальнымъ анализомъ (см. главу УТ). 

7. Поняте о многообразяхъ. Многообрачемъ (Мапшо@ се) назы- 
вается собране геометрическихъ элементовъ, связанныхъ между собою 
какимъ-либо общимъ опред$ленемъ или подчиненныхь какимъ-либо 
общимъ уеловямъ. Число аналитическихь элемептовъ, служащихъ для 
юпредзлевшя даннаго многообразя, называется порядкомъ много- 
образля. Такъ, напримЪръ, всЪ точки данной лиши представляютъ 
с0б0ю многообразе перваго порядка, всЪ точки данной поверхности— 
многоабразе второго порядка, всё точки пространства трехъ измен 


1* 
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многообразе третьяго порядка; вс свободные векторы прелставляютъ 
с0б0ю тоже многообразе третьяго порядка, веЪ прямыя въ проетран- 
ствЪ трехъ измфренй составляютъ многообразе четвертаго порядка, 
всЪ передвижные векторы —многообразе пятаго порядка, всф опред$лен- 
ные векторы— многообразе шестого порядка. Понятно, что порядокъ 
многообразя опредфляеть и чиело ФЪхь аналитическихь уравнен!й, 
которыя необходимы и достаточны для опред$леня какого-либо эле- 
мента этого многообразя. 


ГЛАВА В 


Основныя поняття. Геометрическое слежене и разложене 
свободныхъ векторовъ. 


Основныя поняття. 


8. Венторъ и скаляръ. Въ введенти было уже указано, что векторъ 
предетавляеть собою поняте сложное, требующее для своего аналити- 
ческаго опредВленшя знаня н%еколькихъ элементовъ. Эти элементы 
могутъ быть или величинами геометрическими по своему непосредствен- 
ному геометрическому смыслу (перваго или иного измФретя) или-же 
быть отвлеченными числами (углы, ихъ тригонометрическя функц, 
разные коэффищенты и пр.) или же какими-либо именованными числами. 
Когда, на ряду съ векторами, разематриваются числовые элементы, то 
они, въ отлище оть первыхъ, по установившейся въ англ Йской (Наюл- 
$0), а потомъ и нфмецкой литератур® терминологи, называютея ска- 
лярами (зеаагз, ЗКа]аге, отъ глагола „фо зсе“, измФрять, оцфнивать, 
взвфщивать; латинекое слово „зсаае“, ступени, лЪетница). 

Въ частности скаляръ, выражающий длину вектора, называется, по 
примЪру Гамильтона, тензоромъ (еп5ог). 

9. Сналярныя и векторгальныя единицы. Какъ скаляры, такъ и век- 
торы требуютъ для своего измБрешя заран$е установленныхъ единицъ, 
скалярныхъ или вектор1альныхт. Скалярныя единицы могутъ быть 
весьма разнообразны смотря по тому, какое геометрическое или физи- 
ческое значеше представляетъ ©обою разсматриваемый скаляръ. То же 
самое можно сказать и относительно векторовъ, если имъ приписывать 
то или другое физическое значете. Но, устанавливая понятте о векто- 
ральныхъ единицахъ, мы будемъ пока огранигиваться только основнымъ, 
геометрическимъ понятемъ о вектор и измфрять его линейными 
единицами. По направленю даннаго вектора и построимъ векторъ е, 
имЪюний длину, равную заранзе выбранной линейной единиц. Пусть 
будеть и число такихъ единицъ, укладывающихся въ данномъ вектор; 
мы будемъ пиеалть: 

и — #6, (1) 


МИ 


употребляя, какъ мы уже условилиеь, жирный шрифтъ для обозначешя 
того, что это равенство нетолько численное но и геометрическое, 
т.-е. что элементы в и © опредЪляють нетолько ллину, но и направле- 
не вектора. 

Такимъ образомъ въ данномъ векторЪ отдфлены: скалярная часть 
и и векторальная часть в. Это отд$леше, несмотря на свою очевидность 
и простоту, заслуживаетъь упоминанля, потому-что будетъ имЪфть въ 
дальнфйшемъ весьма важное значене. 

Для единичнаго вектора, им$ющаго данное опредЪленное напра- 
влене, мы условимся употреблять терминъ „ортъ“ (от, сокраацене изъ 
слова, „омещаноп“), удобный по своей краткости и введенный Хивсай- 
домъ (Неауезае). 

ЗамЪтимъ еще, что по формулЪ (1) 


(== Е и, (2) 


т.-е. ортъ равенъ данному вектору, д$ ленному на его тензоръ. 
10. Соединене векторовъ съ скалярами. Умножене и дЪлеше век- 
тора на скаляръ суть единственныя возможныя сочетаня этихъ разно- 
родныхъ элементовъ; сложеше же или вычиташе вектора и скаляра не 
имфють смысла. 
Умножить векторъ на скаляръ значить перемножить числа, опре- 
дфляюцИя данный скалярь и тензоръ ханнаго вектора и полученное 


произведене принять за тензоръ новаго вектора съ прежнимъ ‚ортомтъ, 
Пусть будетъ 6 данный скаляръ; тогда новый векторъ: 


и’ — ба — (ие) == (фе. (3) 
` 
Ниже мы увидимъ, что при н®которыхъ дфйстяхъ надъ векто- 


рами порядокъ элементовъ и ©1п0собъ ихъ сочетаня между собою не 
всегда безразличны, иначе говоря, законы перем етительности и 
сочетательности не всегда оправдываются; поэтому нелишнее отм%- 
тить здЪеь, что въ данномъ случаЪ они примВняются, т.-е. если Бис 
скаляры, то 


с(6и) = (ебуи == (ве) = 6 (сы). (4) 


Подобныя же замфчанйн относятся и къ дзленю вектора на скаляръ. 
И. Г И. Геометрическое равенство. ‚ Два ‘свободныхъ вектора, равные по 
длинЪ и одинаково направленные, называютея геометрически рав- 
ными. Условимся изображать геометрическое равенство двухъ векторовъ 


| и У символомъ: 
Пел (5) 


т.-е. употребляя алгебраическй знакъ равенства. Къ нелоразумфшямъ 
это повести не можетъ, такъ какъ присутстые въ обфихъ чаетяхъ ра- 
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венства векторальныхь символовъ уже указываетъ, какъ должно нони- 
маться это равенство. 

Формулы (1), (2), (3} и (4), въ которыхъ знакъ равенства быль 
поставленъ первоначально въ смысл тождества понятй, представляють 
собою геометричесвкя равенства. 

У двухъ геометрически равныхъ векторовъ въ отдЪльности равны 
теометрически ихъ орты и равны ихъ тензоры. 

Если векторы и и У связаны равенствомъ 


ти — пу 
то они параллельны; потому-что въ этомъ случаЪ 


2 
@ — р х, 


& это показываеть, что векторъь и получается изъ вектора у умноже- 
нель на скаляръ, что только тогда возможно, когда векторы параллельны. 
Въ 5 13 мы увидимъ соображеня, по которымъ, если м/и > 0, то 
нужно п и У считать одинаково направленными, а если т/п < 0, то 
ихь нужно считать направленными противуположно другъ-другу. 


Геометрическое сложене и вычитане. 


12. Геометрическое сложене. Пусть будутъ п и у векторы, геоме- 
трически не равные. Проведемъ изъ произвольной точки О векторъ 


вОА = и есь 


и вь концу его йриложимъ 


А 
вАВ= У, й 
векторъ о Е 
— ОБ, Фиг. 1. 


соединяющий начало перваго съ концомъ второго, называется геоме- 
трическою суммою данныхъ векторовъ, & сдфланное построене— 
геометрическимъ сложенемъ. Данные векторы называются въ 
этомъ случаЪ геометрическими слагаемыми. Геометрическое сло- 
жене изображается символомъ: 


ВЕТ, (6) 


Геометрическое сложене можно распространить на какое угодно 
число векторовъ. Пусть будуть и, 0., И., ... И» слагаемые векторы; 


ее БА 


исходя изъ произвольно взятаго начала, Ои прикладывая поел дова- 
тельно одинъ къ другому векторы 


вОА—ц., вАВ== 1, вВОС—ц., ... вРО=\иь, 


получаемъ ломанную линю ОАВС ... РФ, а соединяя ея начало О съ 
концомъ ©, получаемъ векторъ 


т 5 5 — 800, 
ве а 
©. 


который называется геометрическою 
суммою всЪхъ данныхъ векторовъ. Мы 
будемъ писать: 


8-е, Ра, р... К. (1) 


13. Перемфна знака у геометриче- 
скаго слагаемаго. Пусть будуть вит 
векторы, равные по длинЪ, но противу- 
положно другъ-другу направленные. 
ПримЪняя къ нимъ общее правило 
геометрическаго сложеня, мы найдемъ, что ихъ геометрическая сумма 
равна нулю, т.-е. 


Фиг. 2. 


иу= 0. (3) 


Примфняя къ этому равенству алгебраическое правило переноса 
членовъ, будемъ писать: 
У=— и (9) 


и такимъ образомъ отрицательный знакъ принимать для обозначешя 
перемфны направленя вектора на противуположное. Е 


ЦеремЪнВ знака у вектора соотвётетвуеть или перемЗна знака 
его орта и слЗдовательно изм$нене направления орта на противуполож- 
ное, причемъ тензоръ остается положительнымъ, или-же перем$на знака 
тензора_на противуположный, причемъ ортъ сохраняетъ свое направле- 
не. Мы будемъ придерживаться второго -епособа выражать изм$неше 
направлешя вектора, потому-что 1) всегда удобнЪе для параллельныхъ 
векторовъ сохранять опредВленный орть, 2) при этомъ, какь мы уви- 
димъ въ слфдующемъ параграф, сохраняется болЪе тфеная связь съ 
алгебраическимъ сложешемъ. Итакъ, если в есть общий ортъ векторовъ 
у и т, удовлетворяющихь равенству (3), то 


И == 46, У== 06, ИРУ 6-06 —=(и-- 0)6 —=0, иро=0. (10) 


14. Алгебраическое сложене какъ частный случай геометрическаго. Въ 
общемъ случа, когда слагаемые векторы имфютъ различныя направле- 
н1я, то тензоръ геометрической суммы не равенъ алгебраической сумм 


тензоровъ отдфльныхЪ слагаемыхъ. Но это равенство устанавливается, 
если слагаемые векторы между собою параллельны. Мы уже это при- 
мЪняли въ формул (10); раземотримъ это теперь въ общемъ видф. 
Пусть будуть ц., ц., п., ... параллельные векторы, направленные въ 
одну сторону, у, у., ... векторы, имъ параллельные, но направленные 
въ сторону противуположную. Непосредственно видно, что длина геоме- 
трической суммы равна сумм длинъ первыхъ безъ суммы длинъ вто- 
рыхъ векторовъ; но если тензоры первыхъ векторовъ положительные, 
то тензоры вторыхь векторовъ отрицательные, и поэтому геометри- 
ческое равенство 


—ш Ни, Ни... Ру... 


приводить въ данномъ случа къ алгебраическому равенству 


Ц... Ни, РЕ. 


Отеюда мы видимъ, что алгебраическое сложеше можно разема- 
тривать какъ частный случай геометрическаго. 

15. Геометрическое вычитане. Это понят1е вытекаетъ непосредственно 
изъ поняття о перем$нЪ знака у вектора ($ 13). На основами этого, 
вычесть геометрически изъ вектора у векторъ и 


значить: къ концу перваго вектора приложить 

своимъ началомъ векторъ ц' —= — и. Такъ какъ В \. 
Ви. же: 

то можно также написать: [6] У А 
8—У— 1. (11) Фиг. 3. 


Векторъ $ называется въ этомъ случа геометрическою раз- 
ностью векторовъ т и 1. 

Геометрическая сумма двухъ векторовъ можеть быть разематри- 
ваема какъ дагональ параллелограмма, построеннато на _этихъ векто- 
рахъ; тогда важлая изъ двухъ его непараллельныхъ сторонъ есть гео- 
метрическая разность между его длагональю и другою стороною. « 

16. Перемфстительный и сочетательный законы для геометрической 
суммы. Выше было уже указано на аналотю между геометрическою и 
алгебраическою суммами. Какъ для полноты этой аналоги такъ глав- 
нымъ образомь въ виду значеня геометрическаго сложеня въ даль- 
нЪйшемъ, замфтимъ сл$луюцщия два свойства геометрической суммы: 

° 1 Оть перестановки слагаемыхъ геометрическая сумма 
не изм няется (законъ перемЪстительности). Пусть будуть а, 
Ъ, с, 4, кав:е-нибудь векторы. Построимъ ихъ геометрическую сумму 


в0д=в=а-ь--е-а, 


которая является прямою, замыкающею ломанную линю ОАВОГ. 


— И 


ИзмЪняя порядокъ двухъ слагаемыхъ, напримЪръ Ъ и с, т.-е. строя 
8 =а--е--о-Ра, 


мы получаемъ ломанвую линю ОАЕСФ, у которой точка С, а, поэтому 
и 0, прежня; ел довательно 5’—=. Но извФетно, что посл довательной 
перестановкой смежныхъ слагаемыхь можно всЪ слагаемыя переставить 
въ какомъ угодно порядкЪ; поэтому перемЪстительноеть при геометри- 
ческимъ сложеши можно считать доказанною. 

2) Если геометрическую сумму разбить на н%Ъеколько 
частныхъ геометрическихъ суммъ, то геометрическая сумма 


ур) В 
Фиг. 4. Фит. 5. 


послфднихъ равна общей геометрической суммЪ (законъ со- 
четательности). Доказательство настолько просто, что достаточно 
1 

сослаться на прилагаемый чертеж; въ немъ: 


8—2 --е+-а-Ре, 
8 —=а-РЬ-е, з’=а-ре, 
8=8- 85°. 

17. Умномене геометрической суммы на скаляръ. Оть умноженя 
вефхъ членовъ геометрическаго равенства на одно и то-же чиело, это 
равенство не нарушается. Это сяфдуетъ уже изъ того, что такое умно- 
жене равносильно изм$неню общей линейной мфры всЪхъ векторовъ; 
а отъ этого геометрическое соотнощене зависть не можетъ. Чисто 
геометрически это легко можетъ быть доказано и на основании подобя 


фигуръ. Итакъ, если 
8=а-РЬ-Рега--... 
ма, № — 2 6—0... 
=а | е-@-... 
то | 
8 =и8. 


18. Проенши геометрической суммы на разныя направленя. Пользуясь 
теоремою, предполагаемою извЪстною, что алгебраическая сумма, проекщй 


==. ММ -— 


отрЪзковъ, образующихьъ ломанную лин, на какое либо направлеше 
равна проекции на то-же направлене прямой, замыкающей ломанную 
лин, отмфтимъ безь доказательства слЗдуюпия свойства геометри- 
ческой суммы: 

1) Проекщя “) геометрической суммы на какое-либо направленше 
равна алгебраической суммЪ проекцй на то же направлене ея сла- 
таемыхъ. . о а 
2) Тензоръ геометрической суммы равенъ алгебраической сумм 
проекщй геометрическихъ слагаемыхъ на направлене геометрической 
симы. о 8. & , ; 

3) Алгебраическая сумма проекщй геометрическихь слагаемыхъ 
на_всякое направлеше, перцендикулирное къ геометрической суммЪ, 
равна_ нулю. 25 ое 

4) Наобороть, если алгебраическая сумма проекшй тгеометриче- 
скихъ елагаемыхъ на какое нибудь направлене равна нулю, то гео- 
метрическая сумма или перпендикулярна къ этому направленю или 
Ся Ут " 

5) Если геометрическая сумма равна нулю, то алгебраическая 
сумма проекшй_ геометрическихъ _слагаемыхь на всякое направлеше 
равна нулю. 

6) Обратно, если алгебраическая сумма проекщй геометрическихъ 
слатаемыхь на всякое направлеше равна нулю, то и геометрическая 
сумма равна нулю. 

7) Если алгебраическая сумма проекий геометрическихъ слагае- 
мыхъ на три направления, не параллельныя одной и той зке плоскости, 
равна нулю, то и геометрическая сумма равна нулю. Посл днее заклю- 
чеше сл$дуеть_ изъ того, что если бы геометрическая сумма не была 
равна_ нулю, то на основан1и свойства 4) она была бы перпендикулярна 
къ тремъ направленямъ, не параллельнымъ одной плоскости, что не- 
возможно. = И Г р 

19. Геометрическое разложене. Такъ называется зам$нене даннаго 
вектора нФеколькими другими, геометрическая сумма которыхъ гео- 
метрически равна данному вектору. Такъ какъ можно построить без- 
численное множество ломанныхь лин, имфющихь своими началомъ 
и концомъ начало и конецъ даннаго вектора, то геометрическое раз- 
ложене представляется задачею неопред$ленною, пока не будуть даны 
для искомыхъ геометрическихь слагаемыхь добавочныя условя. Эти 
услоня могуть касаться или направленй геометрическихъ слагаемыхъ 
или ихъ тензоровъ или и того и другого вмфетЪ. ОтмЪтимъ безъ дока- 
зательства, въ виду простоты геометрическихъ соображешй, нЪеколько 
наиболфе важныхъ изъ этихъ случаевъ. 


') Проекцио мы всегла булемь разсматривать какъ скаляръ. 


= =. 


Разложение даннаго вектора на два вектора возможно, если всЪ 
три вектора параллельны одной плоскости, и оно будетъ опред$ленное, 
если даны направленя искомыхъ векторовъ, которыя притомъ не 
должны быть между собою параллельны. 

Разложене на три вектора опредЪленное, евли даны ихъ на- 
'правленя, которыя притомъ не должны быть параллельны одной 
плоскости. 
| Разложене на четыре вектора неопредЪленное. если не даны еще 
| достаточныя добавочныя условйя. 

Мы не останавливаемся подробнЪе на этихъ вопросахъ потому, 
что всЪ они носятъь частный характеръ по отношеню къ вопросамъ, 
слЪдующимъ ниже. 


Линейныя завненности между векторами. 


20. Три комплянарныхъ вектора. Геометрическая сумма двухъ век- 
теровъ, лежащихь въ одной плоскости, находится въ той же плоскости. 
Такъ какъ мы разематриваемъ векторы 
свободные, то въ болфе общемъ видЪ 
можно сказать: геометрическая сумма 
двухъ какихъ либо векторовъ парал- 
лельна той же плоскости, которой па- 
раллельны данные векторы. Будемъ 

фиг. 6. называть векторы, лажапие въ одной 
плоскости, комплянарными. 
Изъ сказаннаго сл$дуетъ, что если три вектора ц,, ц,, ц,, 
комплянарны, то можно найти три такихъ скаляра м, , п., 7., 
при которыхъ 

В о оаавенаоель, = помои, (12) 
| Чтобы это показать, проведемъ вс три вектора изъ общаго на- 
чала О. Если векторы были комплянарны, то они теперь лежатъ въ 
одной плоскости; а въ такомъ случаЪ можно построить безчисленное 
множество подобныхь между собою параллелограмовъ, у которыхъ двъ 
стороны, ОД и ОБ, и магональ ОС имЪють направленя данныхъ 

векторовъ, и тогда, 


в00=вОА- в ОВ. 


Но всегда можно найти таке скаляры *,, я, и., положительные 
или отрицательные, что 


вОА=ии, вОВ==пм, вОб=—и.й., ] 


1 


а это даеть зависимость (12). Очевидно, что отношеня между чис- 
лами п, И» п. для трехъ данныхъ комплянарныхь векторовт, по- 
етоянны. | 


Обратная теорема тоже вфрна: если три вектора удовле- 


9%. я, 
те п,, 


т. е. векторъ т. можетъ быть полученъ сложевшемъ двухъ векторовъ, 
71 
п 1 
Е таь еще ибн частный случай. Еели и ны (12) 
аи: =0, (13) 
то концы трехъ векторовъ, проведенныхь изъ ь общаго начала, лежатъ 
на одной прямой. А именно, изъ услоый (12). и (13) имфемъ: 


ви, 75, — — из, == (и, я.) , 


т, (а, =— и, ———ый. (м, я и). 


услове (1: 12) д: даетъ: 


ИЛИ 


Это показываетъ ($ 11), что векторы 


Ш — 0, — м, =, 1. 


параллельны. Послфдния равенства даютъ: 
у 
ПиН, фи’, 
а —вСА, щ”—=в ОВ, 
а слБдовательно точки А, Ви С находятея на одной прямой. 

21. Четыре не комплянарныхъ вектора. Кели три вектора а, @., и. 
не связаны между собою зависимостью (12), то они не комплянарны; 
ВЪ этомъ случаЪ всегда можно найти та- 
ке четыре чиела ж., #5, из. и, при ко- 


торыхъ четыре вектора удовлетворяютъ 
завиеимости: 


откуда видно, что 


ма, ии, = 0. (14) 

Чтобы это показать, проведемъ вс 
четыре вектора изъ общаго начала О. 
Тогда можно построить безчиеленное мно- 
жество подобныхъ между собою паралле- 
лограммовъ, у которыхъ три сходящихея 
въ одной вершин® О ребра ОА, ОВ, ОС 
и магональ, проходящая черезъ эту вер- 
шину, имфютъ направлевшя данныхъ векторовъ; и тогда 


в0Ор=вОАвОВв-в ОС. 


Но всегда можно найти четыре такихъ скаляра я, 7, 7, и, Положи- 
тельных или отрицательных, чтобы были: 


в0А—=пна, вОВ=им, вОС=ил, вОр=— па, 


Фиг. 8. 


= А 


а это даетъ зависимость (14). Очевидно, что отношешя между числами 
п, п, п» ий, для четырехъ данныхъ векторовъ постоянны. 

Сумма этихъ скаляровъ вообще говоря не равна нулю. Въ чает- 
номъ же случаЪ, когда 


АЕ мп и, = 0, (15) 


концы вефхъ четырехъ векторовъ, проведенныхь изъ общаго начала, 
лежать въ одной плоскости. ДЪйствительно, зависимость (14), при 
услови (15), можеть быть такъ 
написана: 


пи ий” Ри” —=0 (16) 
РД 


р № И 
п — в, — 1, =, —@,, 


Улле № 
п” — в, — п, 
Отсюда 
: 2 н 
= и, мц, 
и’. 
Фиг. 9. ни, 


а это показываеть, что векторы и’, п”, п” имфютъ общимъ началомъ 
конецъ вектора ц,, а своими концами— концы векторовъ в, и., п, Но 
зависимость (16) есть услоше комплянарноети векторовъ п’ в” и”; 
слфдовательно концы четырехъ данныхъ векторовъ лежатъ въ одной 
плоскости. 

Легко видфть, что и обратная теорема справедлива. 

22. Зависимость между пятью векторами. Для произвольно взятыхь 
пяти векторовъ скаляры въ геометрической зависимости 


па, | 7.12 731. | та, | п, и; —0 


всегда могутъ быть выбраны такъ, что 


а 


Чтобы это показать, разсмотримъ четыре вектора: п, — п.) п, —п,, 
и, —в, и, —1.. Согласно съ сказаннымъ въ 8 21 можемъ написать 
зависимость 


п. (п, = ц,) ия 7.(, = и, = пз(и, — 1, ) Е 7. (п. ри и, ) — 0, 


вЪ которой екаляръ при и. 


23. Полярные векторы. Векторгальное выражене зависимостей между 
точками. Если выбрать опредфленное начало О, то положенше всякой точки 


можно задавать векторомъ, проведеннымъ изъ О къ этой точкЪ. Точку 
О мы будемъ называть полюсомъ, а проведенный изъ нея къ данной 
точкЁ векторъ полярнымъ векторомъ этой точки. Если точка М за- 
дана полярнымъ векторомъ г, то мы будемъ для краткости говорить, 
что дана точка Л). 

Зависимость вида 


| = 
Г, Бит, Жо Ри, — 0, (17) 
гд№ Г, г., --. т, суть полярные векторы данныхъ точекъ, выражаетъ 


собою иЪфкоторое соотношевше между этими точками и точкою 0. По- 
кажемъ, что если зависимость (17) выражаетъ соотношене 
только между данными точкнми, т. е. если она не зависить 
отъ полюеа О, то. я Е <> р 


|... Е, = 0. (18) 
Для этого измфнимъ полюсъ 0; если О’ новый полюсъ и 
в00'—з, 


то новые полярные векторы данныхъ точекъ будуть: 
Е п-& = дев 
же не Г, 
и тогда формула (17) принимаеть видь: 


(иг, ит, -- сое РЕ, ) -Н@ь т - п,)5 —0. 
Чтобы, согласно продположеню, эта зависимость не содержала вектора 
5, необходимо, чтобы выполнялось усломе (18). 

Обратная теорема очевидно тоже справедлива. 


Прилозвен1я и упражненя. 
1. Показать векторальнымъ образомъ, что если точка С(г) дфлить попо- 
ламъ разстояне между точками .4(г,) и В(г.), то 


1 
т (и, + =). 


2. Доказать, что если дагонали четырехугольника дЪфлятея точкою перес- 
ченя пополам, то онъ параллелограмыь . 

3. Доказать, что длагонали параллеленипеда 
пересЪкаютея въ одной точкЪ. Для рф шенхя вос- 
пользоваться свойствомъ параллелепипеда, но ко- 
торому | 
еее. 

ГЕ, = — К. 

4. Доказать, что точка меданы треуголь- 

ника, д$лящая ее въ отношеши 1:2, принадлежить 


всфмъ тремъ меланамъ. м М 
5. Доказать, что въ тетраэдрЪ$ точка прямо- ь С 
линейнаго отрфзка, соединяющахо одну изъ его Фиг. 10. 


вершинъ съ точкою перес$чешя мелазанъ его осно- 
вавяя, и дЪлящая этотъ отр$зокъ въ отношен!и 1:8, иринадлежить всфмъ четыремъ 
прямымъ, проведеннымъ въ тетраэдр$ такимъ же образомъ. 


о, Аба 


6. Выразить векторы, служащие биссектриссами угловЪ въ треугольникЪ, сто- 
ронами котораго служать векторы \,, и», и», черезъ эти носл$ дне. РЕшен1е: Орты 


п, 


п . 
векторовъ №, и и, равны и Е ($ 9). Длатональ, построенная на ортахъ, 
2 


дЪлить уголь между ними пополамъ- 
Въ данномъ случа$ эта длагональ 


3 1 
$ = м —\.. 
ча а + За 


Биссектрисса № треугольника иметь направлеве этой датгонали, а по 
этому отличае?ея отъ $ только н8ёкоторымъ скаляромъ Ё: 
Х р: 
Ю— 18—=— @ и... 19 
и, № (9) 
При указанномъ на фигурЪ (11) направлени 
`векторовь имфемъ: 
А — и, 7, и, — #8 Я.., (20) 


ТД 7. ВЯ. =1— я, опредляютъ части, на которыя 
сторона м, треугольника дЪфлится биссектриссою Ъ. 
Подставляя изъ уравненйй (20) выражевя для ини, 
въ формулу (19), находимъ: 


в=( + и) #1) п. 


И 94 


Первые два вектора въ этой формулЪ параллельны, а это показываетъ, что 
треми векторъ, имфюпий другое направлене, —направлене \., — должень быть 


равенъ нулю, т. е. - 
т И 
а ы— (21) 
4 ел 
Поелф этого находимъ: : 
ВЕ и 
9 -- (> 


Попутно, въ формулф (21), мы налми извфетную теорему, по которой бис- 
сектриссы угловЪъ треугольника лфлятъ его противуположныя стороны пропорцю- 
нально двумъ другимъ его сторонамъ. 


Разложеще вектора по тремъ даннымъ. Координаты. 


24. Разложене вектора по тремъ основнымъ. Формула (14), которая 
можетъ быть такъ написана; 


и—ащ, |- аи, -- азй., (22) 


то Р\зито если даны три некомплянарныхъь вектора и, 1., ц., 

0-я щи ихъ“всяый свободный векторъ и можетъ быть опред - 

лаль трем Числа, а,, а, ‚а» которыя могутъ быть и положитель- 

ными и отрицательными. Векторы ц., п», а, называются основными, а 

скаляры &, а» а, координатами свободнаго вектора и. Число 
* 


> 


—3 1 = 


этихъ координать согласуется съ тфмъ числомъ аналитическихъ эле- 
ментовъ, которое было указано для свободнаго вектора въ 8 3. 

25. Разложеше вектора по ортамъ. НаиболЪе проетой случай раз- 
ложеня и приводяний непосредственно къ формуламъ Декартовой ана- 
литической геометрии будетъ тоть, когда основные векторы суть орты. 
Въ 8 9 введено поняте объ ортЪ какъ о векторЪ, длина котораго равна 
единиц и который имфетъ опредЖленное направлеше. Пусть будутъ 


. . Е. 

Е И Зы. (23) 
три не комплянарныхъ орта, Х, У, И втоящче `мри нихъ Зенон 
тогда по общей формул% (22): № ( “ \ 

форму: мым ТЕНА ^^ \ 


п Ха 9-Е 3, / 
Сил сч“ д». 

Если орты (23) направлены по поло мЬ _ДеЙа р 
товымъ координатнымъ осямъ, а полюсъ взятЪъ въ начал» 
координатъ, то Х, У, 7 представляютъ собою Декартовы коорди- 
наты конца вектора п. Такимъ образомъ Декартовы координаты точки 
представляютъ собою частный случай координатъ а.. а., @., стоящихъ 
въ формул (22). 

Орты (28) мы будемъ называть координатными. Обыкновенно 
они будутъ считаться взаимно перпендикулярными; впрочемъ пока это 
необязательно. 

26. Основныя свойства разложеня вектора по ортамъ. 

Т. Если векторъ равенъ нулю, то всЪ три его координаты 
равны нулю. Это слфдуеть изъ формулы (24). Если 


хж-- 7 7К=0, (25) 


то можно себф представить три случая: 1) Ни одна изъ координатъ 
не равна нулю; тогда 
Ик —=— Ж— Ур 


что невозможно, такъ какъ векторъ, зависяций отъ ортовъ Ти 1, можеть 
быть только комплянаренъ съ послфдними, а ортъ К, и слдовательно 
и векторъь ИК съ ними не комплянаренъ. 2) Одна изъ координать 
равна нулю, напримёръ И ==0; тогда формула (25) даетъ: 


У] —=— Хх 
что невозможно, такъ какъ орты Ги 3 не НН дельи х г 
жене, что дв координаты равны нулю, влечейь 56-0 ою, т 
(25), равенство нулю и третьей координаты. Ит А {6425 му. 


сильно тремъ аналитическимъ: 
=) 27=) де 
п. Сомовъ.—ЗВектолальный аналивъ- ы ^^ НИХ \ а - 2 


=“ 


—5 5 № 


ПП. Геометрическая сумма векторовъ съ общимъ ортомъ т.-е. парал- 
лельныхъ, имфеть своимъ тензоромъ алгебраическую сумму тензоровъ 
отдфльныхь слагаемыхъ: если 


П, == 9:6, И, =4:6, ... 6, 
Е а 
то 
Веер. Вию; 
откуда 


СеЕдл, ЗОН ежа еО 


Ш. Если два вектора геометрически равны, то ихъ коор- 
динаты соотв тетвенно равны. Пусть 


= 
тогда по свойству П: 


и =, — щ, —=(Х,— ХР (У, — УД, --б К = 0, 
откуда на основанти свойетва Г: 
Е, И 7. 


Обратное заключеше очевидно тоже справедливо. 

ТУ. Координаты геометрической суммы пфеколькихъ сво- 
бодныхъ векторовъ равны алгебраическимъ суммамъ соотв т- 
ственныхъ координатъ геометрическихъ слагаемых. Если 


а 


то можно написать: 


ии се На, = (Ха Л що: м Уз 2.) 
... | (Хяа-- УЕ И) 
И ВЕНЕ». — 28 
о Е а а Зо 
НЕ, ... ВА. 


Сь другой стороны 
$ — 51 -|- 5] -[- К; 
сравнеше этой формулы еъ формулою (26) по свойству Ш даетъ: 
$&&= Х.-Н ХХ, ... -- Х» 


Бр ЕЕ т У (27) 
И, Не, 


Средн векторъ. 


27. Среднй венторъ и геометрически центръ. Будемъ называть сред- 
нимъ векторомъ геометрическую сумму нёсколькихъ векгоровъ, д%- 
ленную на число этихъ векторовъ. Если даны ц,, 4., ... и», то средный 
векторъ 


о 


= 1 (ии, ... -Ри,). (28) 


Это поняте находить себЪ приложене при опредфлени геоме- 
трическаго центра какой-либо фигуры. Въ простёйшемъ вид понятие 
о геометрическомъ центрЪ является при разсмотрЪ!и системы отдфль- 
ныхь точекъ, образующихъ какую нибудь конфигуращю. Пусть будуть 
М, М,, ... М» эти точки, иг, г,, ... Ти ихъ полярные векторы при 
произвольно взятомъ полюс О. Опредфливъ средшй векторъ у по фор- 
мулЪ (28) и принявъ за его начало тотъ-же полюсь 0, мы получимъ 
на его конц точку С, которая называется геометрическимъ цен- 
тромъ данной конфигурами (14). 

Положеше геометрическаго центра не зависить отъ положешя 
полюса 0. ДЪйствительно, написав равенство (28) въ видЪ 


гг, ... ЕЕ, — ИУ=0, (29) 


мы имфемъ линейную геометрическую завиеимость, въ которой сумма 
скаляровъ, 1--1-|-... | 1— я равна нулю; а это по теорем 8 28 
и служить признакомъ того, что эта геометрическая зависимость вы- 
ражаетъ такое соотнолгене между точками, въ которомъ положеше 
полюса роли не играетъ. 

Переходя отъ конечнаго числа точекъ къ фигурамъ, образуемымъ 
сплошными линями, поверхностями или объемами, мы можемъ притти, 
замфняя геометрическяя суммы геометрическими или вектор1аль- 
ными интегралами, къ понято о геометрическомъ центр такихъ 
фигуръ, какъ это будеть выяенено ниже. 

28. Центръь массы. Обобщене формулы (28) приводитъ къ понятю 
и к построению центра массы. Разсмотримъ опять конфигурашю ко- 
нечнаго числа точекъ, М, М... М» и предположимъ что каждая 
изь нихъ есть точка не простая, а кратная, т.-е. что въ Л, совпа- 
даютъ 7, точекъ, въ М, —т. точекъ и т. д. Тогда формула (29) при- 
нимаетъ видъ: 

= эт. | тх, |... тт, } (30) 
а 


ВмЪето кратности точекъ можно себф представить, что въ точкахъ 
М, М,, ... М» сосредоточены массы т, т, ... ть, причемъ эти 


0% 


8 — 


числа могутъь уже и не быть цфлыми; тогда точка СО(у), опред$ляемая 
формулою (30), называется центромъ массы данной системы точекъ 

Легко опять тфмъ-же путемъ, какъ въ 8 27, убЪдиться, что по- 
ложен1е центра массы не зависить отъ положевшя полюса. 

Въ понятю о центр массъ, распредленныхъь непрерывнымъ 
образомъ по сплошнымъ лин1ямъ, поверхностямъ или объемамъ, можно 
опять перейти, зам няя геометричесвя суммы интегралами. Въ частности, 
если массы отдфльныхъ безконечно-малыхъ элементовъ лишй, поверхно- 
стей или объемовъ зам нить этими самыми элементами, то центръ массы 
обращается опять въ геометрическй центръ. Поняте о геометрическомъ 
интеграл» будеть разсмотрЪно въ глав УП. 

29. Переходъ нъ аналитическимъ формуламъ для центра массы. Фор- 
мула (30) представляетъ собото объединеше въ одлу формулу изветныхъь 
въ механикЪ формулъь для Лекартовыхъ координатъ центра массы. 
Выразимъ векторы г., Г, ... Г» помощью координатныхъ ортовъ 1,3, Е: 


г, — и 99 ыы 2.К, 
т. ==жи -|- 9,3 -- 2.К, 
Га — 2 -- 9-3 -- 2иК, 

У — жа -|- 9) | 2К; 


тогда по формул (30) с 
(тт, .-. ия) (ва -- у, Е 2К) = (ия, Рота, -- ... тыльЯ 
(ту, Е ту, -|- --- -- тыу»)3 Е @а, Е тьг. -- ..- -- ты»); 


а отсюда на основанти свойства Ш, 5 26: 


(ит, ... Ри тя, ‹.- Е Ти 
(т -- 7 -- их -- т») — #49, | ту. |- Зое | Ул 
(ить... т) == жа. ть. |... Тыва. 


Опредфляя отсюда 2, 9%, 2. мы получаемъ извфетныя формулы для 
коорлинатъ центра массы. Мы видимъ такимъ образомъ, что опред- 
лене, данное центру масвеы въ $ 28, совпадаетъь съ тфмъ, которое 
дается въ механикЪ. 

30. Барицентрическое исчислене Мёбуса. Если въ веритинахъ те- 
траэдра сосредоточены массы т. , ть, 7., т,, то положеше центра маееы 
опред$ляется формулою (30) при »я==4, причемъ начало векторовъ 
можеть быть взято произвольно. При изм$неви массъ будетъ м%няться 
и положене ихъ центра; такимъ образомъ числа 2., т, т» т» при 
данномъ положени тетраэдра, могутъ служить для опрёдфлевюя любой 
точки въ пространетв%. Для того, чтобы можно было такимъ способомъ 
опредфлять положеня всЪхъ точекъ пространетва, т.-е. лежащихъь не- 


О —= 


только внутри но и вы тетраэдра, нужно допустить, что массы 2%, 7% 
т., т,, могутъ быть и отрицательными. Очевидно, что при этомъ играють 
роль не абсолютныя величины этихъ массъ, а только ихъ отношеня, 
такъ какъ отъ измфненя ихъ въ одномъ и томъ же отношени век- 
торъ у вь формул (30) не измняется. 

Указанный здфсь способъ опредфлять положеше точки служить 
основатемъ особаго рода методы аналитической геометрия, предложенной 
Мёбтусомъ (Мббав, аз Багусепемесве Са]с\, 1827). Теперь его метода 
утратила свое значене; но она сыграла роль въ истори математики, 
такъ какъ ею впервые въ аналитической геометри были введены одно- 
родныя координаты, т.-е. тавя помощью которыхъ вс алгебраичестя 
ливи или поверхности опреджляются уравневями, однородными отно- 
сительно координатъ. 


Вектомальное изобразкене илощади. 


31. Правило для этого изображеня. Очень часто приходится, раз- 
сматривая площадь, ограниченную какою-либо замкнутою лишей, гово- 
рить не только о ея величин, но и о 
ея направленти, понимая подъ посл д- и 
нимъ то или другое направлене нор- 
мали къ нлощади. Въ этихъ случаяхъ 
естественно изображать площадь Та- 
кимъ геометрическимъ элементомъ, ко- 
торый заключалъь бы въ себЪ поняте 
и © величин и о направленТи, т.-е. 
векторомъ. Этотъ веклоръ долженъ заключать въ себЪф столько условно 
принятыхъ линейныхъ единиц, сколько квадратныхъ единицъ заклю- 
чается въ площади, и долженъ быть направленъ по нормали къ пло- 
щади въ одну опредфленную сторону, относительно которой нужно 
разъ навсегда условиться точнфе. Представимъ себЪ человЪка, идущаго 
по контуру площади такъ, чтобы она оставалась у него справа; тогда 
за положительное направлен1е нормали къ площади будемъ 
принимать ея направлене въ ту сторону, съ которой находится илупий 
по ней челов$къ, или все равно въ ту сторону, откуда обходъ кажется 
совершающимея но направлению лвиженя стрФлки часовъ. 

32. Разложене площади и изображающаго ее вектора. Предполагаемъ 
извзстнымъ, что проекя площади на какую-нибудь плоскость равна 
произведеню этой площади на косинуеъ угла между плоскостью, кото- 
рая ее содержитъ, и плоскостью проекцй. Уголъ между плоскостями 
изм ряется угломъ между нормалями къ нимъ; чтобы не было двой- 
ственности, необходимо, установивъ положительное направлеше нормали 
къ проектируемой площади, сдлать то же самое и относительно пло- 


Фиг. 12. 


екости проекщй. Такимъ образомъ уголь между обфими плоскостями не 
всегда будетъ острый, и проекшя илощади на данную плоскость не 
всегда будеть положительною. Пусть будетъ Р плоскость проеклий, 1 
орть, взятый на ея положительной нормали, 5 данная площадь, В 
изображающий ее векторъ. Если 5» ееть величина площади проекши 
данной площади на плоскость Р, то 


5. ==05603(5, 1); 


проекц1я вектора 8 на нормаль къ плоскости Р выражается тою же 
формулою. 

Если мы хотимъ и проектированную площадь изобразить векто- 
рально, то должны для этого вектора написать: бл. 

Пусть будутъ Р, О, В три плоскости проекций, не перес$каюцйяся 
по одной и той же прямой ила, говоря общЪе, не параллельныя одной 
и той же прямой. Эти два предположения равносильны, потому что здЪеь 
играетъ роль только направлене плоскости, а не ея абсолютное поло- 
жене въ пространствЪ, и поэтому въ случаЪ параллельности трехт, 
плоскостей одной и той же прямой ихъ можно замфнить тремя пло- 
скостями, пересфкающимися по одной и той же прямой. Въ обоихЪ 
случаяхъ мы будемъ говорить, что эти плоскости конакслальны. Озна- 
чимъ черезъ 1, }, К орты, взятые на нормаляхь къ нлоскостямъ Р, 0, В 
и проведенные отъ каждой изъ плоскостей въ заране опредфленную 
сторону. Разлагая В по этимъ ортамъ, мы получимъ: 


8 = 54 -|- 8,3 - 5. (31) 


Здъфеь 5., ©, 6. суть не только проекщи вектора В на нормаляхЪ къ 
даннымъ плоскостямъ, но вмфстф съ тфмъ и проекши площади 5 на 
эти плоскости. Въ этомъ емыслЪ можно говорить о разложен!и дан- 
ной площади на три площади, лежащ1я въ трехъ данныхъ 
пе конакслальныхъ плоскостяхъ. 

Неконаксчальность плоскостей проекий есть необходимое услове 
возможноети и опредЪленности разложеня. Если плоскости проекцй 
конаксальны, то нормали къ нимъ комплянарны ($ 20); и если плоскость 
данной площади С не конакбальна съ плоскостями проекщй, то раз- 
ложене невозможно, а если она съ ними конакальна, то разложеше 
пеопредленно, какъ всякое разложеше вектора на три комплянарвыхъ 
съ нимъ вектора. Въ поелфднемъ случа достаточно для опред$ленноети 
разложеня двухъ плоскостей проекщй. 

Разложенте (31) вектора по ортамъ есть частный случай разложешя 
болфе общаго: по тремъ не комплянарнымъ векторамъ ($ 24). Это ука- 
зываеть на возможность слфдующато обобщеня разложешя площади 5: 
ее можно разлагать не прямо на три ея проекк въ трехъ данныхъ 
плоскостях, а на три лежащих въ этихъ плоскостяхъ опредВленныхъ, 


ь 


заранфе заданныхъ площади; причемъ каждая изъ этихъ площадей 
является умноженною на нЪкоторый скаляръ. 

33. Векторальное выражене многогранныхь и кривыхъ поверхностей. 
Пусть будуть 6,, 5., ... В» площади граней, составляющихъ часть 8 
поверхности н8котораго многогранника. Каждой изъ нихъ соотв тетвуетъ 
ифкоторый векторъ В., 5., ... В», построенный по правилу 8 31. Нор- 
мали ко веЗмъ гранямъ здЪеь и дал$е предполагаются направленными 
въ одну и ту же сторону по отношению къ общей поверхности вс№хъЪ 
граней. Условимея называть геометрическую сумму 


8—8, 8, |... 8 
вектортальнымъ выражен1емъ или просто векторомъ всей по- 
верхности 5. 

Это понят!е можно распространить и на тотъ случай, когда эта 
поверхность кривая; для этого нужно ее замфпить многогранною съ 
безконечно-малыми гранями (вообще говоря треугольными), построить для 
каждой грани соотв тетвенный векторъ и опредфлить прел$лъ ихъ 
геометрической суммы при я — со. Этотъ предЁль представляеть собою 
вектор1альный интегралъ (8 27). 

Раземотримъ теперь замкнутую поверхность. При этомъ уело- 
вимся за положительныя направлешя нормалей во ве$хъь ея точках 
принимать направленмя во внфшнюю сторону отъ тфла, ограниченнаго 
этою поверхностью. 

Теорема. Векторъ замкнутой поверхности равенъ нулю. 
Раземотримъ сначала замкнутый многогранникъ. Чтобы показать, что 
для него 8—0, покажемъ, что въ разложеши 

8 — бы -|- 5,3 -|- БК 

5—0, 5,=0, 5, ==0. Лля этого раземотримъ проекцию многограпника, 
на плоскость, перпендикулярную къ орту 1. Легко видЪть, что: 1) эта 
проекция ограничена н$ЪкоторымЪъ замкну- 
тымъ, многоугольнымъ контуромъ; 2) что 
внутри послЁдняго каждая точка является 
проекцею точекъ двухЪ или вообще четного 
числа граней; каждой изъ этихъ поелёднихь 
граней соотв$тствуеть н$которая нормаль, 
причемъь однз изъ этихъ нормалей обра- 
зуютъ съ нормалью къ плоскости проекщй 
острый уголъ, а друмя тупой; 8) число тЪхъ 
и другихъ нормалей одинаковое. Будемъ 
называль эти нормала нормалями перваго Фиг. 13. 

рода и нормалями второго рода. Легко ви- 

дфть, что сумма проекщй граней съ нормалями перваго рода равпа, 
сумм проекщй граней съ нормалями второго рода, но что эти проекщи, 


гоглаено установленному выше правилу, отличаются евоимъ знакомъ. 
Поэтому алгебраическая сумма проекций вс хъ граней равна нулю. То 
же самое мы найдемтъ, разематривая проекци многогранника на плоско- 
сти, периендикулярныя къ ортамъ } и К. Но по формуламъ (27) эти 
алгебраичевня суммы равны 5» 8, 95 откуда и сл$дуетъ, что век- 
торъ 8=0. 

Опять по способу пред$ловЪъ эта теорема распространяется и на 
кривую замкнутую поверхность. 


ГЛАВА П. 


Произведентя векторовъ 
Обия соображеня о произведешяхъ двухъ векторовъ. 


34. Два рода этихъ произведенй. Различаютъ два рода произве- 
денш векторовъ: 
1. Произведее тензоровъ двухъ векторовъ а и У на косинуеъ 
угла между направленями этихъ вектаровъ: 
4960$ (а, у). (32) 


П. Нроизведене тензоровъ двухЪ векторовъ на синусъ угла между 
направлевями этихъ векторовъ: 


ио зи (и, у). (33) 


Основащемъ для того, чтобы эти выражевшя называть „произве- 
дешями векторовъ“, служить нетолько то, что въ эти выражены вхо- 
дятъ тензоры векторовь множителями, но также и то, что нЪкоторыя 
свойства алгебраическихъ произведен распространяются на произве- 
дешя векторовъ, какъ это будетъ ниже показано; въ особенности первос 
произведене можно разсматривать какъ обобщейе алгебраическато. 

Необходимость изученя обоихъ произведешй векторовъ вызывается 
потребностями физическихъ наукъ; наприм$ръ, работа силы выражается 
произведешемъ перваго рода, моментъ силы выражается произведенемъ 
второго рода. И въ различныхъ чисто геометрическихъ вопровахъ, какъ 
мы увидимъ въ главахъ У и УТ, оба произведеня играютъ боль- 


шую роль. | 


были поставлены рядомъ, какъ аналогичныя въ томъ отношеви, что 
въ нихъ входятъь слатаемыя того же вектора по двумъ направленямъ: 
въ одномъ произведенти вдоль другого вектора, а въ другомъ произве- 
дени къ нему перпендикулярно, 


сов (а, у)], шезна(а, т)|; 


разложене же вектора по двумъь взаимно перпендикулярнымъ 
направлешщямъ приходится, какъ извЪстно, дфлать на каждомъ шагу. 
Несмотря на такую аналогию, роль двухъ произведешй во всЁхъ ихь 
приложеняхъ существенно различна; а поэтому и разематриваются они 
въ векторальномъ анализЪ существенно различнымъ образомъ. Нервое 
произведен!е разсматриваетел всегда какъ скаляръ, а второе 
произведен:е всегда какъ векторъ. Будетъь не лишнимъ съ са- 
маго начала выяенить причину такого различя. 

Произведеше первало рода разсматривается какъ выражеше ска- 
лярное, т.-е. ему не приписывается никакого направлешя, по сл5дую- 
щимъ соображевямъ теоретическато и практическаго свойства. Если 
произведеше (32) разбить на множители и и 003 (и, у), то было бы н\- 
которое основаше ему приписывать направлеше вектора п; но разбивъ 
то же произведеше на множители © и исоз(и, у), можно было бы съ 
тВмъ же основашемъ приписывать произведевю (32) направленте век- 
тора у. Въ виду этого было бы н$еколько больше основания изображать 
это произведенше въ вид вектора, перпендикулярнаго къ обоимъ век- 
торамъ п и т; но и это было бы недостаточно мотивировано: 1) потому 
что для вектора и для проекщи на него другого вектора въ сущноети 
всЪ направленя, перпендикулярныя къ первому изъ нихъ безразличны; 
2} для изображеня площади мы уже условились употреблять векторъ, 
къ ней перпендикулярный, но 442608 (п, У) не есть площадь, построенная 
на векторахь й и у. Впрочемъ эти теоретичесвя соображеня не очень 
убЪдительны, и главная причина, но которой произведеще (32) счи- 
таютъ скаляромъ, это та, что во всЗхъ приложешяхъ, гд оно является, 
оно играетъ роль только по своему численному значеню, и надобности 
ему приписывать какое либо направлеше не встр$чается. 

Другое дЪло относительно произвеленя второго рода. Оно изм - 
ряетъ собою площадь параллелограмма, построеннало на обоихъ век- 
торахъь пит. Уже по принятому въ $ 31 правилу вектортальнаго изо- 
бражешя площади естественно и это произведеше изображать въ вил 
вектора, и притомъ направить этотъ векторъ перпендикулярно къ плос- 
кости параллелограмма, т.-е. перпендикулярно къ обоимъ векторамъ. 
Другая причина для векторлальнаго изображеная произведеня (33) со- 
стоить въ томъ, что это наибол$е соотвтствуетъь т$мъ цфлямъ, для 
которыхЪ оно разсматриваетея во вез хъ вопровахъ, гдф оно прилагается, 
а это конечно самое существенное. 

36. Названя и обозначеня. Произведеше перваго рода (32) мы 
булемъ называть геометрическимъ произведен!емъ двухъ векто- 
ровъ и обозначать такъ: 


и0с03 (и, У) = ц., (34) 


ставя между буквами, обозначающими векторы, точку. 


о — 


Во избЪжаше недоразум$й мы никогда не будемъ ставить точки 
между какими либо скалярными множителями или между скаляромъ и 
векторомъ. 

Произведене второго рода, которое, если не идетъ рЪФчь только о 
скалярномъ звачеви этого произведеня, будетъ изображаться въ вил 
вектора, мы будемъ называть вектар1альнымъ произведенемъ и 
обозначать ел дующимъ образомъ: 


пу, (35) 


ставя между буквами, обозначающими векторы, косой крестт. 

Приведемъ другя употребляюпияся названя и обозначевшя. Для 
произведения (34) терминъ „геометрическое произведеше“ предложенъ 
Резалемъ (В6за1) и въ русскую литературу введенъ Т. Сомовымъ. Лля 
произведевя (35) ими особеннаго термина не употреблялось. 

Граесманнъ (Стаззтапп, „Апзаепано ейге“) употребляеть для 
призведевя (34) символъ [а|6] и называеть его „внутреннимъ произве- 
дешемъ“ (шпегез РгодиК@); произведене же (35) онъ обозначаетъ сим- 
воломъ [05] и называеть „внфшнимъ произведещемъ“ (йиззегез РгойиК&) 
или, разематривая его скалярно. „Р]апотбззе“. 

Гамильтонъ (НалиШоо) для векторовъ © и В пишетъ 


БаВ = — аВсоз(а, В) 
Гав — оВзиц(а, В) 


и пазываеть эти выражешя „скалярною“ и „векторальною“ чаетями 
кватернтона. 

Фёппль (Ебрр!) употребляеть въ поелЗднее время обозначеня: 
953 —саагез РгобиКЬ, [30% |--Уекфогргоди Е. 

Сапз, ВиеБегег, Непте1 ап Тигпег и лр. для перваго произве- 
дения (303), (В), для второго [963], [В]. 

Сл апа УПзоп называють А.В „@тесв ргодак$“, А. Ж В— „Кем 
рго@исё“. Ихъ знаковъ для обоихъ произведешй мы и будемъ прилдер- 
живаться. 


Геометрическое произведене. 


37. Основныя свойства геометричеснаго произведения. 
1. Геометрическое произведене подчиняетея закону перемЗети- 


тельности, т.-е. 
УИ. м (36) 


это слФдуетъ изъ того, что с0з(ул) = с08 (пу); причемъ нодразумЪваетея, 
что въ обоихъ случаяхъ уголь отечитывается отъ перпваго изъ стоящихъ 
въ скобкахъ векторовъ ко второму, и поэтому перестановка буквъ подъ 
знакомъ косинуса равнозначунта съ перемфною знака, угла. 


ЕВ 


ЦП. При умножени одного изъ множителей геометрическато про- 
изведешя на скаляръ все геометрическое произведеще умножается на 
этотъ скаляръ, т.-е. 


(ти). У — (и. у) = и, (7). 


Въ этомъ отношени геометрическое произведене подчиняется закону 
сочетательности. Понятно, что можно также писать: 


ти(и .т) = (тм) . (их) = (пп). (ит). (38) 


1. Если векторы параллельны и направлены или въ одну сто- 
рону или противуположны другъ другу, то геометрическое произведеше 
обращается въ алгебраическое и равно, съ тЪмъ или другимъ знакомт, 
произведению тензоровъ. Въ первомъ случа 


И. = 0, 
а во второмъ 
й. У —= — 440. 


ТУ. Геометрическое произведеше двухъ геометрически равныхъ 
векторовъ равно квадрату ихъ тензора: 


или сокращенно 
Е. (39) 


поэтому тензоръ какого-нибудь вектора можетъ быть изображенъ такъ: 
и, (40) 


слЪловательно И? и и пе то же самое. Ортъ вектора п можно такъ 
= ЕЕ 


выразить: 
и 


иг 

У. Геометрическое произведеше и.х равно нулю въ трехъ случаях: 
1) когда п=0, 2) когда у==0, 3) когда ц и у взаимно перпендику- 
лнрны. Такимъ образомъ, въ отлище отъ алгебраическаго произведешя, 
геометрическое произведене можеть равняться нулю и въ томъ случаф, 
когда ни одинъ изъ множителей не равенъ нулю. 

38. Геометрическое произведене геометрическихь суммъ. На это 
произведеше распространяется правило умноженя алгебраическихь 
многочленовъ. Докажемъ, что если 


8—=-НУм-... 
#— Шуи ..., 


(НЕЕ 


(41) 


м 


то 
8.8 — п.ш у. м.п --... 
р а.у У | Ы а (42) 
им у.м м.м'-|-... 


По свойству геометрической суммы 
5608 (8,8') = иеоз(и,8')-|- осоз(у,8”) | 0с08(\,8')-|-...; 


умножая обЪ части на 5’, имфемъ: 


8.5 = щ.65' | \.8' --№.8' |... (43) 


Этимъ доказано правило умножешя многочлена на одночленъ. 
Прилагая его къ каждому изъ членовъ второй части равенства (43), 
находимъ: 


а подставляя это въ формулу (43), получаемъ формулу (42). 

Изъ этихъ преобразовай также видно, что въ сумм геометри- 
чеекихъ произведей обиай геометрическй множитель можетъ быть 
взятъ за скобки: 


а.8-|- В.Р о.8-... =(а----е-- ... ).5. 


Все, что сказано о произведени геометрическихъ суммъ, относится 
и къ произведешю геометрических разностей, такъ какъ, п—У—а-- у’, 
гдф у векторъ, равный по величин вектору у, но противуположно ему 
направленный. Поэтому наприм$ръ: 


(п—9).(“' — у’) = им — пу — хи у... 
(ИУ)? — (и т).(а-Б у) — м Е 2.-Р о”, 
(и у). (@— У) = и? — 92 = и? 97. 


Замфтимъ еще одно свойство геометрическаго произведеня, которое 
можеть быть иногда полезно въ преобразованйяхъ: геометрическое про- 
изведеше не изм няется, если къ одному изъ его множителей геоме- 
трическн приложить векторъ, перпендикулярный къ другому множителю; 


напримфръ, если У и М перпендикулярны, то 


ь п. — (и м).т. 
Обратно, изъ равенства 
МУ. У (44) 


= 3 — 


не слБдуетъь пепремФнио, что “'-—, а можно только заключить, что 
векторь м — и — и перпендикулярень къ у, такъ какъ формула (44) 
даетъ 

(и — п).7— М. = 0, 


и удовлетворяется не только при Ч’ — 4, но и при с08(\,у) == 0. 

39. Роль ортовъ въ геометрическомъ произведени. Если одинъ изъ 
множителей есть ортъ, то геометрическое ироизведеше представляеть 
собою проекщю другого множителя на направлен!е этого орта: 


1.1 == 608 (@, 1). (45) 


Еели оба вектора суть орты, то геометрическое произведеще опред*- 
лнетъ косинусъ угла между направлешями этихъ векторовъ: 


1.1 — 608 (1,1). 


Если мы опредфляемъ векторы помощью трехъ взаимно-перпенди- 
кулярныхъ ортовъ 1, 4, К (8 25), то для этихъ поелВднихъ имемъ: 


АР, 3.) ЕР, КЮ, 9) (46) 
6—0, 4-0, 1.30. (ат) 


Пусть даны векторы 
и = х1-|- У 2Е “= ХЕ УЕ Е. 


ПримЁнян къ нимъ правило перемноженя геометрическихь суммЪ и 
свойство ЦП, 8 37, и пользуясь зависимостями (46) и (47), находимъ 


Ч.у—= ХХ ГУУ". (48) 
Отсюда, если И — у, получаемъ 
И.И — и? — Х?-|- У". (49) 


40. Преобразоване вектора отъ однихъ координатныхь ортовъ къ 
другимъ. Пусть будуть (1, 4, К) и (1, у, К) дв системы взаимно-перпенди- 
кулярныхъ ортовъ. Требуется векторъ, разложенный по первымъ ортамъ, 


и = Х1-+ У 2Е (50) 
разложить по вторымъ ортамъ, т.-е. опредЗлить скаляры разложеня: 
и — ХТ -|-- Ут -|- ИК. (51) 


1) Въ теорш кватерноновь Гамильгона, ири разложении вектора ио тремъ 
взаимно перпендикулярнымъ направленйямъ орты предетавляютея мнимыми едини- 
цами (по аналоги съ изображешемъ комплекеныхъ чисель на илоскости) п тамъ 
поэтому орты подчинены условямъ: 12 = — 1, {= —1, № —=—1 (см. 6 54). 


Шля этого умножимъ обЪ части этого равенетва геометричееки на т; 
по евойетвамъ (46) и (47): 
ц.Г — ХЕ.) -- У.) 7.1) =Х. 
Точно также найдемъ 
Е 7 
Подставляя сюла вмЪсто п его выраженте (50), и получаемъ, 
Х' = Х.Г) Уб.Р) | ЖК. ), 
Е Т, (52) 
й' = ха.к)| Уд.к)--7(к.К). 
Замфтимъ еще формулы, которыя намъ впосл$ дети понадобятся: 
и— (и.1)1 (9.3) Но. КЕ 
= (аз -На у -Наюк. 


Прилозвеня и упражнен я. 


7. Работа, Т, постоянной силы Ё относительно прямолинейнаго персмёщеня 
з выражается формулою Г, = Р.в. Работа перемнной силы Е отпосптельно криво- 
линейнаго пути $ выражается суммою элементарныхь рабов 


УВЕ 11) Е. 45, 


гдф Аз суть хорды, стягиваюния послфдовалельныя безконечно-малыя дуги пуги $. 
Еели сила, геометрически постоянна, то = Е.И, гдЪ 


В = Пи м АВ 

есть хорда, стягивающая всю дугу 3. 
8. Доказать, что работа, равнодЪйствующей В н5сколькихь спль Е„, №., ..., 
приложенныхь къ одной и той же точкЪ тфла, относительно перемфщешя $ этой 


точки, равна алгебраической сумм работъ соста- 
вляющихь силь. Ршенте: А с В 


ЕЕ, Ув ЕЕ... м 


9. Показать, что теометрическое произведе- 


ше векторовъ, лежащихъ во взаимно перпендику- 2 

лярныхъ плоскоетяхъ, равно произведеню проекщй 

этихь векторовЪ на линию перес$чешя плоскостей. о 

РЪфшенте: ® С 
(20.59 20 = 29. Фик. 14. 


10. Векторы а и У разложены по тремъ не- 
комплянарнымьъ векторамъ. Выразить ихъ геометрическое произведен. 

11. Выразить длину вектора, разложеннаго по тремъ некомплянарпымь 
векторамъ. 

12. Треугольникъ заданъ полярными векторами г, к», г. его верпить А, 
В, С. Выразить векторлально его стороны и углы. Отв ть: 

вВО—=к.—г,„ вОА=и т. вВАБЕ, —Е,, 

а=УИ (т: —г,, =: —юв), с=Уй,— в), 

т, — г.) (г. —г тг.) (Е. —Е 
(С зу р Е ‚ 608 В= м об — 


Ибг, — хз) (г, — г 


605.4 = — 


у — 32 — 


Вектомальное произведенте. 


41. Изображене векторгальнаго произведеня въ видЪ вектора. Какъ 
уже выше сказано, мы будемъ вектортальное произведеше изображать 
въ вид вектора, перпендикулярнато къ обоимъ даннымъ векторамъ 
пит. Лля этого нужно на перпендикулярном къ нимъ направлеши 
выбрать ортъ с и отложить его столько разъ, сколько единицЪъ заклю- 
чаетея въ произведени иозш(и, у). Можно написать: 

и ХУ— 05 щ (и, хе. (54) 
Чтобы не было двойственности въ такомъ изображени, нужно усло- 
виться относительно того, въ какую сторону отъ плоскости параллело- 
грамма, опред ляемаго векторами и и у, проводить 
ортъ е. Пуеть будеть АВСОД этотъ параллело- 
граммъ, тд вАВ==0, вВС—у. Чтобы отъ на- 
правленя перваго вектора перейти къ направленю 
второго, двигаяеь внутри параллелограмма, нужно 
повернуться на уголъ (и, у); и это вращеве мо- 
жетъ представляться совершающимся по движеню 
стр®лки часовъ или обратно, смотря по тому, съ 
которой стороны смотрЪть на плоскость параллелограмма. Мы условим- 
ся проводить ортъ в въ ту сторону, откуда это вращен!е кажется совер- 
шающимея по часовой стрЗлкФ. 

Это правило согласуется съ правиломъ 8 31 для векторлальнахо 
изображея площади. 

42. Основыя свойства вектортальнаго произведен. 

1. Отъ перестановки множителей вектор!альное произве- 
ден!е мЁняетъ свой знакъ, т.-е. 

р=и Ху= — (ужи). (55) 
Это слФдуетъ изъ того, что перестановка множи- 
телей здЪеь равносильна измфненю направлешя 
вращеня, для перехода отъь перваго вектора ко 
у второму, на противуположное; а это измфняеть 
знакЪъ синуеа: 
эт (у, “) = — зщ (а, т), (56) 
а слЪдовательно и знакъ вектора, р. 
| Такимъ образомъ законъ перемЗетительности 
у къвекторлальнымъ произведенямЪ не прим няется. 
Ц. Оть умножевя одного изъ векторовъ на 
? скаляръ векторальное произведене умножается 

Фиг. 16. на этотъ скаляръ; т.-е. 

(тиц) Х == (а Ж т) =“ Хх (ту); (57) 
(ит) Х (ит) = ти(и Х т). (58) 


Фиг. 15. 


`р 
т 


> В 

ПТ. Векторальное произведеше, будучи векторомъ, ни при какихъ 
услошяхь не можеть обратиться въ алгебраическое (въ противуполож- 
ность геометрическому произведен!ю); но тензоръ этого вектора можеть 
сдёлалься _ равным. произведеню тензоровъ данныхЪ векторовъ, а 
именно, когда эти векторы взаимно перпендикулярны. 

ГУ. Векторальное произведение (55) обращается въ нуль въ трехъ 
случаяхъ: 1) когда и==0, 2) когда У=0 и 3) когда векторы пит 
параллельны. Въ частности 


иха—=0. 


Это послЗднее произведеше мы никогда не будемъ изображать симво- 
ломъ 12, сохраняя этотъ символъ для геометрическаго произведешя и.п. 

43. Векторальное произведен геометрическихъ суммъ. Вектор?альное 
произведенме геометрическихъ суммъ подчиняется тому же закону, какъ 
и произведене алгебраическихъ многочленовъ; т.-е. если 


в—=ирурм-..., 
=и-рУуу-| ..., 


то 
зЖз —шжи) ухи) | (мхи)... 
+ (&жу) | (уЖу) | мЖУу)- ... 
+ ижж’) (уж) (их м)... (59) 
Докажемъ эту формулу сначала для прост$йшаго случая: 


(и у) Хм= шхи) | (хм). (60) 


Построимъ трехгранную призму, у которой стороны основапя АВС 
образуютея векторами и, уи п-- у, а боковыя ребра опредБляются 
векторомъ \, и сдЗлаемъ векторлальное с С 
изображене граней этой призмы по пра- 
вилу 8 31, считая у каждой грани по- 
ложительною нормалью внЪ шнюю. 
Геометрическая сумма векторовъ В 
всЪхъ граней призмы равна нулю, такъ 


какъ поверхность, образуемая этими ^ (9) 
гранями, замкнутая (8 33): Фиг. 17. 
Заво -|- ЗгокР) —|- Завер)-—|-- Всвокв) Е В‹лрко) == 0- (61) 


Но въ отд льности: 
Заво -- ВыЕв) == 0, 


потому что эти векторы Численно равны и противуположно лругъ 


И. Сомовъ.—Векторальный анализъ. 3 


ее ВМ 


другу направлены; слфдуюшие два вектора представляючь собою по 
величин и по направлению векторлальныя произведенля: 


Злвкр) = ЩЖ м, Эрокю=ЕМХ М. 


Послфдй же векторъ, будучи численно равенъ векторальному произ- 
ведению (и у)Ж ут, ему противуположенъ; потому что векторъ (и--у) Хм, 
по общему правилу векторальныхъ произведешй, направленъ внутрь 
призмы. Итакъ: 


Билрно = — (и у) Хм, 


зависимость (61) даетъ формулу (60). 
Формула 


их (ум) =@ху) | (ижм) 


могла бы быть доказана подобнымъ же образомъ; но ее можно вывести 
уже чисто векторлальнымъ способомъ. По свойству (55) и по уже до- 
казанному имфемъ: 


их (ум) = — (-- м) Хи — (ухи) — (мхи) = 
(иху- (их м). 


Переходъ къ общей формул (59) сводится теперь къ замфнешю 
отдВльныхъ элементовъ формулы (60) геометрическими суммами; на- 
примфръ, полагая въ посл$дней: 


и—=ш-ру, 


находимъ: 


(и--ух (ит) = и у) Хи= их) 
= [м Ж (и --у)]-Н [ух (и -Ру)] 
—=(ихи) | иху) | (ухи) Жу). 


Замтимь слфдующее полезное примВнене формулы (59). Векло- 
рлальное произведене не изм няется, если къ одному изъ множителей 
геометрически прикладывается векторъ, рав- 


"5 произвольный скаляръ. А именно: 


и Х (у -- 0) =(@жу--иХ им) 
— (и Жу) -- (и Жи) =ипхХу. 


Геометрическое толковане этого результата легко вил$ть на фигурф 18. 


пХУфих (62) 


не сл$луетъ, что непремЪнно у =, а нужно заключить, что 


= уу (63) 


при произвольномъ 2. ДЪйствительно, равенство (62) можно такъ на- 
писать: 


ИЖ — 9) =0; 


и если векторъ и не равенъ нулю, то или у’ —У или же векторь "== —у 
параллеленъ вектору и, что и даетъ равенство (63). 

Только если для векторовъь у’ и у имВють м%ето два или больше 
`авенетвъ вида (62) при различно направленныхь векторахъ и, не- 
обходимо заключить, что у’—у, такъ_какъ векторь_у' — уне можеть 
быть нараллеленъ нсколькимь различнымъ направлевямт. 

44. Роль ортовъ въ векторальномъ произведени. Если множители 
вектоттальнаго произведентя орты, то само произведене, будучи нер- 
пендикулярнымь въ нимъ векторомъ, численно опред$ляетъ собою 
винусъ угла между ортами. 

Если эти орты взаимно перпендикулярны, то ихъ векторальное 
произведене есть тоже ортъ, перпендикулярный къ первымъ двумъ. 
Пусть будутъ 1, }, Е, взаимно перпендикулярные координатные орты; 
тогда; 


] ХЕ Хр=ь 
Кх=фахЖЕю=у (64) 
ИО 


О 0. 
Когда Ланы векторы, разложенные по ортамъ: 
Я В > 


то но формулБ (59) и принимая во внимане вышеуказанныя свойства 
ортовь, находимъ: 


р—=ижу== (У! — Уля (ЕХ— ХИ--АХУ — УХУ. (65) 


Каждый изъ стоящихъ здЪсь скаляровъ есть проекиля векторлаль- 
наго произведеня на направлеше координатнато орта; можно нанисаль. 


о = о - 
(ижу).1=ЯХ' — ХИ", (66) 
(чху.Кк=ХУ' — УХ. 


Формулу (65) можно представить въ вид „векторальнаго опре- 
дЪлителя“: 


М < 
| И | (67) 
У 


З* 


96 = 


Для тензора векторальнаго произвеленя по схемЪ (49) формула, 
(65) даеть: 


2=У®ху.®Ху=УИ@ху) = 
—=иИ(72'—2У-(АХ— Хх (Ху— ух (68) 
ИзвЪетно алгебраическое преобразоваюе (Эйлера): 
(У 7?) (Хх - УЗ- #7) —(ХХ'-- УУ- 72 
—=(Уй'— ИУ НХ! — ХХ УХ}. (69) 


Мы имфемъ возможность, по формуламъ (48), (49) и (68), нашисать 
его теперь въ чисто векторальномъ вид?: 


м2? — (и.у)? = (и Жжу). (70) 


Ниже (упр. 19) мы найдемъ эту формулу независимо отъ алгебраическаго 
преобразованя (69), какъ частный случай другой векторальной формулы. 


Пряложеня и упражнения. 


13. Твердое гЪло вращается около оси ОА, проходящей черезъ нолюсъ, съ 
угловою скоростью «. Написать векторлальное выражеше скорости У какой-нибудь 
точки Маг) этого тфла. Рфшен1е: Если РМ перпен- 
А ликуляръ, опущенный изъ данной точки на ось враще- 

ня, то 
1 =®РМ = ®ОМзю(АОМ). (71) 


Угловая скорость изображаетея векторомъ, отло- 
женнымъ па оси вращевя въ ту сторону, откуда вра- 
щене кажется совершающимся по движенйо стрЪлки 
часовъ. Скорость точки М есть векторъ, периендикуляр- 
ный в ® и къ ОМ, и ел5ловательно перпендикуляр- 
ный п къг. Поэтому, по правилу изображеня векторталь- 
наго произведеюя и принимая во внимане формулу (71), 
находимъ" 


Фиг. 19. 


УЖЕ. (72) 


14. Написаль формулу лля скорости точки 1%), котла ось вращеня не 
проходить черезъь полюсь. Ршенте: Пусть булеть Ле.) какая нибудь точка 
на, оси вращешя и векторъ ММ ="; тогда г =, { г’. По формуль (72) 


РЕ Е (73) 


15. Написать формулу для скорости точки №) рь общемь влучаЪ дви- 
жешя твердаго тфла. Рф шен!е: Эта скорость можеть быть разложена на общую 
для вефхъ точекъ т$ла скорость у поступательнато движеня, опредЪляемую скоро- 
стью произвольно взятой точки Мо(го), и на скорость вращательнато движешя 
около нфкоторой оси, проходящей черезь эту точку; такъ-что у=--у. Вторая 
скорость выражается формулою (73), и мы имфемъ: 


у—=\ ох ("— к). (74) 


16. Вывести отеюда, разложешемъ по ортамъ извфетныя аналитическая фор- 
мулы для скорости точки твердаго тфна. 


аль 


11. Показать векторальнымЪъ способом, что 6082 (и, у) -|- зто? (а, у) =1. Для 
рЬшен1я ем. формулу (70). 

18. Вывести вектортальнымъ способомъ формулы для косинуса и для си- 
нуса. суммы или разности двухъ угловъ. Рёшен{е: На илоскости двухъ взаимпо 
перпендикулярныхъь ортовъ Ри } проведемъ два орта а 
и №, образующие съ 1 углы а и В. Тогда 


&— с0301 | по}, № — созВ1 -|- 918}. (75) 
Отсюда по правилу геометрическаго перемножевня тео- 
уетрическихъ суммъ 

а. — с03(В — а) = с0засозВ -|- таз В. 


Чтобы найти ©05(8 -- а), проведемъ ортъ №' нодъ 


угломъ В къ орту № симметричный относительно Ъ: 


Ю' = созВ1 — эшВу. (76) Фиг. 90. 
а.’ — с03(а - 8) = 0306088 — зтазт В. 


Если К ортъ, перпендикулярный къ ти }, то 
аЖЬ—т(В —с)Е, ахю’—=зш@ +В Е, (тт) 
а& рыражевшя (75) и (76) даютъ: 
а ХЬ-— (318 с05< — 8тас088) а Ж} ) = (518 с03 — зтасоз В)К 
ах №" — (31146038 -- ©0318) К. 
Сравневе этихЪ равенствъ съ формулами (77) и даеть извЪстныя формулы для 


31 (8 — <) и зп (а Е В). 


Произведенйя боле чЪъ двухъ векторовт. 


45. Возможные случаи произведенй изъ трехъ векторовъ. Казалось 
бы, что изъ трехъ векторовъ можно троякимъ образомъ составлять 
„произведетя“, вводя между ними знаки или двухъ геометрическихъ 
или геометрическаго и вектортальнаго или двухъ векторальныхъ умно- 
жений: 


ПУ. м 
ПУжм, пЖУу.м, (78) 
(ижу)Жм, их (УЖ м). (79) 


Но первое изъ этихъ произведевй не имЪетъь смысла; потому что ц.у 
или у.м есть скаляръ, а геометрическое произведене изъ вектора 
и скаляра невозможно. Если же векторъ скалярно умножается на 
геометрическое произведене, то мы будемъ писать: 


(п. ту, 


не ставя точки между векторомъ и скаляромъ, и будемъ подъ этимъ 
понимать векторъ, им юпий направленше вектора \. 
Итакъ, мы будемъ разсматривать только произведеня (78) и (79). 


46. Произведеше трехъ векторовъ венторально-геометрическое. Въ 
вопрос$ о томъ, какъ комбинировать векторы въ произведени 


Р=и.УхХм (80) 
не можетъ быть различныхъ толковашй; а именно, выражеше 
(и жми 


не имЪло бы смысла, какъ векторальное произведене скаляра п.у и 
вектора м. Итакъ, произведене (80) можно понимать только въ смыслв 


п.(уЖ м). 


Мы будемъ его называть вектор1ально-геометрическимъ про- 
изведен:емъ трехъ векторовъ. Носмотримъ, что оно собою предста- 
вляетъ. Очевидно прежде всего, что это выражеше скалярное, такъ 
какъ уж м есть векторъ и берется его геометрическое произведене 
еъ другимъ векторомъ. Оно выражаетъ собою съ т%мъ или другимъ 
знакомъ объемъ параллеленипеда, ребрами котораго служатъ 
данпые векторы. А именно, тензоръ вектора у Х м выражаетъ, какъ 
мы знаемъ, площаль параллелограмма со сторонами у и м, служа- 
щаго одною изъ граней параллеле- 
пинеда; но такъ какъ УЖМ изо- 
бражается въ вид вектора 8, пер- 
пендикулярнаго къ плоскости упо- 
мянутаго параллелограмма, то 


и. Х = 0.8 — 5 608(и, 5) = 
— В[исов (и, 8)| (81) 


есть произвехене площади 5 осно- 
вая параллелепипеда на его вы- 
соту #608 (и, 8). 
Знакъ произведет (81) зави- 
сить отъ того, какой уголъ, острый 
Фиг. 21. или туной, образуетъ векторъь УЖ м 
съ векторомъ и. Вели данные век- 
торы расположены одинъ относительно другого такъ, какъ обыкно- 
венно располагаются координалныя оси (х), (4), (2), т.-е. такъ, что 
если смотрЪть внутрь трехграннаго угла между положительными на- 
правлен1ями векторовъ, то эти векторы въ проекц!и на плоскость, пер- 
нендикулярную къ лучу зр$ня, представляются въ посл довательности 
и, у, № расположенными по часовой стр$лкЪ,—то тогда произведене (81) 
выражаетъ объемъ параллелепипеда съ положительнымьъ знакомъ. 


Произведеня п.УЖм и иХу.м выражаютъ объемъ одного и 
того же параллеленипеда; поэтому 


пу и—иХу.м, (82) 


т. е. знаки геометрическаго и вектор!альнаго умноженй 
могутъ быть поставлены одинъ на м%ето другого. 

Такъ какъ порядокъ множителей въ геометрическомъ произве- 
дени безразличенъ, то 


П.УХ МУХ М.П; (83) 
что въ связи съ предыдущимь свойствомъ даетъ: 
П.УЖи = у.м Х и М.и ХУ, (84) 


т. е. въ вектор!ально-геометрическомъ произведен!и множи- 


тели могутъ быть переставляемы въ круговомъ порядк». 
Другая ихъ перестановка м%няетъ знакъ произведешя; напримЁръ: 


ПУХ м —= — п.м Жу, (85) 


потому что векторы УЖ м и мх у направлены противуположно другъ 
другу. 

Если въ вектор!ально-геометрическомъ произведен!и два 
множителя геометрически равны, то оно равно нулю. На- 
прим ръ: 

п.У Ху==0, (86) 


потому-9т0 УЖ У—0; 
=, (87) 


потому что векторъь и Ж у перцендикуляренъ къ и, или также потому. 
что по указанному выше 


п.п ХуУ=а ЖХи.т, 


что приводитъ къ первому случаю. 
Произведеше п.уХ м равно нулю также въ томъ_ случа®, если 
веЁ три вектора комплянарны, потому что тогда векторъ у Ж м пер- 
нендикуляренъ къ вектору п. ‚ зы У 
47. Роль ортовъ въ векторально-геометрическомъ произведени. Прежде 
всего замЗтимъ, что произведешя трехъ взаимно перпендикулярных 
ортовъ равны еъ тёмъ или съ другимъ звакомъ едипиц\: 


1ЖЕ.} = —1. (88) 


Если въ произведеши и.уЖ м вс три вектора разложены по этимъ 
ортамъ: 

и=хХаУз-рЯК, 

— ХУ -аЕ, 

м —= Хх УЗНИК, 


то выполняя перемноженше многочленовь по правиламъ, доказаннымъ 
въ 88 38 и 43, и принимая во внимаше формулы (88), находимъ: 


п.У ле ЖИ И — У И ХИ У" — А № 
ХУ 

= бои 

Ва У АЯ 


(89) 


Мы получили известное выражеше объема параллелепипеда въ вид% 
опред$лителя, олементами котораго служатъ слагаемыя трехъ реберъ 
параллелепипеда на координатныхЪ осяхъ. 

48. Двойное векторальное произведене. Произведеше 


пхух*, (90) 


которое мы будемъ называть вектор1ально-вектор1альнымъ или 
двойнымъ вектор1альнымъ произведенемъ, можеть быть пони- 
маемо двоякимъ образомъ, въ зависимости отъ того, каше лва век- 
тора считаются зд$еь соединенными въ простое вектотальное произне- 
деше. Можно разематривать или 


д =пж@жЖУм) (91) 
ИЛИ 


Ч =@хУухХи, (92) 


и эти два выраженя не тождественны; поэтому въ двойномъ векто- 
р'альномъ произведени два изъ множителей всегда должны быть 
заключены въ скобки. Произведеше (91) представляетъ собою векторъ, 
который перпендикуляренъ къ вектору УХ м и сл довательно лежитъ 
въ плоскости векторовь у и м; произведеше же (92) есть вектортъ, пер- 
пендикулярный къ вектору и Жт и ноэтому лежитъ въ плоскости 
векторовъ ии у. 

ТГазсмотримъ сначала векторъ 4 и постараемся его выразить ли- 
нейною векторальною формулою черезъ данные. На основани сказан- 
наго въ $ 20 о комплянарныхъ векторахъ можпо написать: 


ф—= му ям, (93) 


и остается только опредлить скаляры жи я. Для этой цЪли вы- 


А 


ведемъ сначала частный видъ формулы, для случая, когда и==у, т.-е. 
опред$лимъ 


Ч, =УЖ (иж м). (94) 


Такъ какъ векторъ уХ м перпендикуляренъ къ вектору у, то тен- 
зоръ произведеня (94) равенъ произведеню тензоровъ векторовъ 
уи ух м, т.-е. 

Ч: == 9408 ш(у, м). 


Векторъ 4, лежить въ плоскости (у, м) и вмфст$ съ тфмъ периендикуля- 
ренъ къ вектору у; пусть будуть 4,’ и 4,” слагаемые вектора 4, но 
направленгямъ векторовъ у и м, такъ что 


И уе 
9, — У, Ч, — м. 


Легко замЪтить, что если уголъ (у, м) 
острый, какъ на фиг. 22, то 9,’ направленъ 
по у, т.-е. т >0, а 9,’ противоположно 
вектору №, т.-е. и, < 0; если же уголъ (у, м) 
тупой, то оба слагаемые отрицательные. Въ 
треугольник8 ОСД 


4, = 9,60% (ОСЬ) = ошвт(у, м) сов (у, м) = фиг. 92. 
== 9 со (х, м) = е(у.м), 


а въ треугольник ОДЕ 


4 Фот (у, м) у 
О = = о и 1 
= чш(ОЕЛР) зп, м) %6(У.У); 


слЗдовательно 
Ч == (.му, 9” = — м(у.у), 
ТВ == У. М, 90 = — У. 
Ч = Ум = (уму — (у.м, 
УХ (УХ м) = (у. м)у — (у.м. (95) 


Поед$днею формулою воспользуемся теперь для опред$лешя ска- 
ляровъ жи я въ формул (93). Въ этой формул умножимъ обЪ части 
геометрически на п и примемъ во внимаше, что векторъ 4 перпенди- 
куляренъ къ и, такъ что 0.1 =0: 


и. [и Х (УЖ м) | = мп.у-Н ии. м = 0. (96) 
Онредфливъ отсюда я и подетавивъ въ (93), получаемъ: 
хех = (п м) (97) 


Умножимъ обЪ части этого равенства геометрически на у: 


их (УХ м). т == (у-у — Му. (98) 


-— 49 — 
преобразовывая первую часть этого равенства но формуламъ (82), (55) 
и (95), находимъ: 


пжхымЖи).у=и. (мых м) Ху—= — их (хм) 
— — и. [ (у. му — (ум 
== (у.у)(и. м) — и.ч)(у.м); 


а сравнивая это выражеюе съ (98), получаемъ: 
т = Ч. м, 
нослф чего формула (96) даетъ: 


п= — п.м. 
Итакъ, по формул (93): 


@=их (ужи) = (@.м)у — (п. ум. (99) 


Теперь легко вывести формулу и для произведешя 4’ (92): 


{= ху хи= их (ху 
= — (ми (и. му. (100) 


49. НЬёкоторые выводы изъ предыдущихъь формулъ. Сравнивая вы- 
раженя (99) и (100), мы видимъ, что законъ сочетательности дЪйстви- 
тельно къ векторально-векторальному произведен _не_ прим ниется. 
Изъ этихъ формулъ мы находимъ, что геометрическая разность 


9' —9-= (п.у)м а: (умы 


есть векторъ, лежапий въ плоскости векторовъ и и м. 
Замфтимъ, какъ вляетъ на двойное векторальное произведеше 
круговая перестановка множителей. По формул (97) 


ух (м Хи) = (и.хм — (у.м)и, 
мхи жж ==(.м)и — (и. м)у; 


складывая эти выражения съ (99), находимъ: 


пх (Хх м) | У) ХХ их их 0. (101) 


Какъ полезное частное приложеше, замЪтимъ формулу, которая 
получается изъ (95) для проекщи какого-нибудь вектора у на направ- 
леше, перепендикулярное къ другому вектору п. Но формулЪ (95): 

их @ Ху) = (@.у)и — (п.п; 
отеюда 


Ч АЕ ЗА (102) 


Ши 


Векторъ ИХ (их т) перпендикуляренъ къ М, а п.п = п? есть скаляръ; 
поэтому векторъ 


) Пр миль \ Им. Нл ад 
р их (и ху | рим Мадьлилн, Ш 
— — алым ве и9| бы 08 


тоже перпендикуляренъ къ п. Второй членъ формулы (102) иметь 
направлене вектора 1; поэтому, проектируя векторъ т на направлеве, 
перпендикулярное къ п, и разсматривая эту проекцию тоже какъ век- 
торъ, находимъ выражеше (103). Для проврки найдемъ тензоръ этого 
вектора. Векторы и и пЖу взаимно перпендикулярны; поэтому тен- 
зоръ вектора пХ (п ЖУ) равень и?озш (а, у); а такъ какъ и.И==и?, 
то получаемъ о’ == — оз (и, у), какъ это и должно быть. 

50. Произведеня изъ четырехъ и большаго числа векторовъ. Уже изъ 
сказаннаго въ $ 45 видно, что только тая произведеня нзеколькихъ 
векторовъ им®ютъ смыслъ, въ которыхъ знавъ геометрическаго умно- 
жешя входить не болЪе одного раза; потому что отъ такого умно- 
жеюшя получается скаляръ, умножене же его на вевторъ, будетъ ли 
это умножеше геометрическое или вектортальное, все равно не имЪеть 
смысла. Число же векторальныхъ умноженй можетъ быть какое угодно, 
потому что векторйальное умножене всегда даеть опять векторъ. 

Если въ данномъ произведен входятъ знаки только вектораль- 
наго умноженя, то въ результатЪ получается векторъ; если же одно 
изъ умноженй геометрическое, то въ результатЪ получается скаляръ. 
Наприм$ръ п, Жи, Ж п, Х и, есть векторъ, который будетъ впрочемъ 
различенъ, смотря по тому какъ комбинируются множители: произве- 
деня 


п, Х [в Хи, Хи), и, Х [(@, Х п.) Хщ. р 
(п, х ц,) х (1. х ц,) 


представляютъ собою различные векторы. Ироизведене в, Ж (а, Х ц,).1, 
есть скаляръ, который долженъ быть понимаемъ, какъ геометрическое 
произведеше векторовь и, Х (и, Жи.) и ц,. Также произведеше 
и, Хи.. п, Х п, есть скаляръ, какъ геометрическое произведене векто- 
ровъ п ХИ, ини, жи.. 

Произведеня 


И.п, хи,.и,, Ш,.1.0, Жи, 1,.1,.0,.4, Ш, Жи, Жи, 


и тому подобныя не имФютъ смысла. 

51. Два важнйшихъ произведемя изъ четырехь векторовъ. Изь 
такихъ произведенй наибольшее приложене себЪ находятъ слфдуюпия 
два: 

екаляръ а=и, Жи,. а, Ж Ш., 
векторъ = (и, Жи,)Х (и, Жи,) (104) 


Займемся ихъ преобразовашемъ. Полагая 
И, ЖИ, =, (105) 
по формул (82) можемъ написать: 
а=и, ЖИ,. И, ХИ, ==У.1, ЖИ, =УЖи..1,; 
но по формул (100): 
ух п, = (@, Жи,) Хи, =- (и,. п. )а, (м, .ч,)м.. 

Здфеь п,. и, и ц,.И; скаляры при векторахъ и, и и,; поэтому 

а == [(и, .п.)и, — (и...) |, == (а, - 4, (а. - 0.) — (@,.и.)(а, .и,). (106) 


Произведене (104) можеть быть преобразовано аналогичнымъ 
образомъ. ДЗлая въ немъ подстановку (105) и пользуясь формулою (99), 
можемъ написать: 


= ух (@, Жц,) = (у. ви, — (у.м. да, 
яли окончательно 
(и, Хи.) Х (а, Жи,) = (@, Хи,. аа, — @, Жи,.и.)и,. (107) 


Такимъ образомъ произведеше (104) разлагается по векторамъ п. и ц,, 
потому что выраженя, стояпая въ скобкахъ, суть екаляры. Юго можно 
подобнымь же образомъ разложить по векторамъ и, и и.: 


(и, Хи,) Х (, Хи,) = (а, Х п, -п,)а, — (и, Х и,-и,)а,. — (108) 


Сравнивая эти два выражешя между собою и пользуясь свой- 
ствомъ (82), находимъ сл6дующую зависимость между четырьмя 
произвольно заданными векторами: 


(и. - и: Ж и), — (и, . и, Жа и, (а, и, Хи), — (@,-а, Жиз)а,==0. (109) 

Эта формула даеть разложен1е одного изъ четырехъ векто- 
ровъ по тремъ другимъ. При этомъ скалярами служатъ векторально- 
геометрическая произведетя изъ четырехъ векторовъ, взятыхъ по три. 
‘Это формула иметь тЪеную связь съ содержашемъ главы \. 


Приложеня и упражненя. 


19. Вывести формулу (70) изъ общей формулы (106). 

20. Показать, что если и —= У или У= ИМ, то а.УХмМ-=0. 

21. Формулу (99) вывести, пользуяеь разложешемъ векторовъ по ортамъ: 
Рфшен!е: Пусть будуть: 


и—=Хи- УУАК, у=Ха- У) Як и=ха+ У ИК; 
тогда по формул (65) 
ухи = (7,2, — У, + (2.5, — 2.Х,)} + (ХУ, — Х, УК, 


и опять по той же формулЪ: 
хх м) =[УСУ,- ХУ) - ЖАХ, - АХ 
ЯР 124, 25 р У.2.) о ХХ. У: >< Хз У,) |} 
= 9 .Х, 2 2.Х.) м У, ( 7,7. = У). (110) 
ЭлЪеь можно такъ преобразовать: 
У, рых, Хз У,) о 2 (25Х. 2 2Х,) 
= ХУ, У, + 2,2) — ХХ, У, + 2.7,) 
= Х.(Х,Х. + У, У, | 2,7.) — ХХХ, + У, У, + 2,4.) 
— Х;(и.м) — Х.(ц:у). 


Преобразовывая подобнымъ же образомъ друмя лвЪ скобки въ выражены (110), 
и нолучаемъ, 


их (уЖм) = (и.м)(Ха - У 2.К) — (и: у)(Ха + У 2} 
= (и. му — (а. у). 


22. Сферичесый треугольникъ заданъ тремн ортами и, и», и. проведсиными 
изъ ценяра шара къ вершинамъ треугольника. Выразить векторлально стороны и 
углы этого треугольники. Рё шен1е: 


6059 — Ч. п» 6056 = п. Ш, 6086 = 1..1; (111) 


если К,, К., К. орты, перпендикулярные къ плоскостямъ дугъ 
ВС, СА и АВ, то 


К зто = 5 Ж и, Кэш =. Жи. Кзше=и, Х и; (112) 


08.4 = — с05(К,, К.) = — ,.К, = С хо не [< г , 


и подобнымъ же образомъ выразячея соз В и с03(. 
23. Вывести формулу 


208 @ = с0;6созс -- зтбзштссо8Д. (113) 
Рф шен1е: По формулЪ (106) 


и, Ж Ч. щ. Х щ, = (Ч, - 0, (а, .щ,) — (4. ща. (114) 


Принимая во ввимане, что уголь А измфряется угломъ между нормалями кь 
плоскостямъ дугь си 6 или угломъ между векторами и, Ж в; и и, Х ц., но фор- 
муламъ (112) находимъ: 


и, Хи... Х и, = чаш сЕ,. К, == — 1 081с608 4. 
Подставляя это и выраженя (111) въ формулу (114) и принимая во вниман1, 10 
и, —=1, и получаемъ формулу (113). 
Подобнымъ же сиособомъ мохутъ быть выведены и друмя формулы ефери- 
ческой тригонометриг (см. 6168 ап УПзоп, Уесфогапа]уз1$). 


24. Тетраэдрь заданъ полярными векторами его вершинъ. ОпредФлить его 
ребра, грани, объемъ и его плосме и двугранные углы. 


Поняте 0 кватернонахъ. 


52. Отношене теори кватерноновъ къ векторальному анализу. Въ 
разсмотрннымъ нами дЪйстнямъ надъ векторами, сложеню, вычитанию 
и умноженю, остается присоединить дзлене. Поняте о дфлени век- 


тора на векторъ ведетъ къ особой метод векторлальнаго исчислешя, 
основанной Гамильтономъ (Нал о, Кесватев оп Опафегитопз, 1853 г.) 
и названной имъ теорею кватернтоновъ. Эта теоря, несмотря на свою 
сравнительную давность, не получила большого распространенйя, хотя 
и вызвала въ свое время больной интересъ среди математиковъ. Инте- 
ресъ этотъь въ значительной степени обусловливался тЪмъ обстоятель- 
ствомъ, что Гамильтонъ вводиль понят!е о кватернюн® нетолько съ 
геометрическими ц$лями но также имфя въ виду распространить теою 
комнлексныхъ чиселъ, ииЗющихъ известную интерпретац!ю на, плоскости, 
на, пространство трехъ изм5ренй. Но благодаря этому стремленю зна- 
чительно осложнились чисто геометрическя представленя и затрудни- 
лась практическая примЪнимость векторлальнаго анализа. При этомъ 
неизбЪжно пришлось допускать нфкоторыя непослдовательности, какъ 
напримЪръ, разсматривае такихъ суммъ, въ которыхъ одни члены 
скалярные, а друШе векторальные, и въ связи съ этимъ вводить услов- 
ныя правила дЪйстый боле сложныя, чёмъ т%, которыя принимаются 
въ современномъ вектор1альномъ анализ$. Ээтимъ обстоятельствомъ, въ 
которому нужно еще присоединить мало удобные символы для услов- 
ныхъ дфйстый, объясняетея то, что теоргя кватернюновъ не получила 
большого распространеня и приложешя, а многихъ и съ самаго начала 
мало къ себЪ привлекала '). 

Принимая во внимане сравнительную сложность теории кватер- 
ноновъ и несоотвЪ тете ея во многихъ случаяхъ съ современнымъ 
направлешемъ вектор1альнаго анализа, мы ограничимся только краткимъ 
выяснеюемъ понят!я о кватернюнЪ, имфя въ виду лишь для полноты 
указать, къ какимъ представленямъ приводитъ дфлеве вектора на 
векторъ 2). 

53. ДБлеше вектора на векторъ. Это поняте можеть быть уста- 
новлено аналогично съ понятемъ объ алгебраическомъь д$лени. Раз- 
дВлить векторъ Ъ на векторъ & значить: найти такой злементъ 9, чтобы 
дфлитель, на него умноженный, даль дЗлимое; слБдовательно 


=, 9=-№. (115) 


Итакъ, элементъ 4 преобразовываеть векторъ а въ другой векторъ, №, 
который имфеть, вообще говоря, другую величину и другое направ- 
леше. ДЪйстье, опредЗляемое элементомъ 4, составное; оно зависитъ 


т) Въ послёднее время Фишеръ (У. ЕЧзевег, Уе ют Шегепыанон ип@ Уек- 
фотиибестаН оп, 1904 г.) сдлаль попытку вернуться къ идеямъ Гамильтона въ связи 
съ боле новыми премами вектор1альнаго анализа; но получить ли эта попытка, 
хальнфишее распространен, на, это пока отв$тить трудно. 

2) Для болфе подробнаго ознакомлешя съ кватернюнами см. Та. Ттаб 
@етеналге Чез чазбегитотз (перевод съ ангайскаго, 1882 г.). 


а 


отъ четырехъ элементовъ: 1) и 2) оть двухъ угловь, опредфляющихъ 
направлене плоскости, въ которой производится вращеше вектора, 3) 
отъ угла, на который нужно въ этой плоскости повернуть векторъ а, 
чтобы ему дать направлеше вектора Ъ, 4) отъ отношеня между дли- 
нами векторовъ фи а. Этоть составной элементь 9 и быль введенъ 
Гамильтономъ подъ названемъ кватерн!она. 

Нужно замЗтить, что начальное направлене вектора въ той 
плоскости, въ которой происходить входящее въ составъ кватерн1юна, 
вращенте, а равно и положение плоскости, при данномъ для нея на- 
правления, роли не играетъ; точно также не играетъ роли абсолютная 
величина вектора. Такимъ образомъ, если векторы а, Ъ, а’, №’, парал- 
лельны одной плоскости и притомъ 


== а ИЖЕТА В ЕЕ. (а), 


и если оба угла отечитываются въ ту же сторону, то при 6 = 98 
имфемъ также Ъ'— а’, гдЪ въ обоихъ случаяхъ у одинъ и тотъ же 
кватернтюнъ. 

Можно писать символически 


а —— № (116) 


и понимать это какъ преобразоване вектора Ъ въ векторъ а; отсюда 
1 : ре м з 
естественно . принять за кватернюнъ, производяний дЪйстые, обратное 


дЪИствю кватернона 9. Изъ равенствъ (115) и (116) слЪдуеть: 


1 
Ча в=ч=Ъ, 


откуда символически 


Вообще подъ „произведенемъ“ двухъ кватернюновъ, 47 или #4, 
понимаются два посл довательныя преобразованя, опредфляемыя ква- 
тер онами 9 и т. Такъ какъ преобразоваше вектора сопряжено съ 
вралценемъ, а результать двухъ послЪдовательныхъ конечныхъ вра- 
щен зависить отъ порядка, въ которомъ они происходятъ, то вообще 
говоря дЁйстыя 4’ и 7 не тождественны между собою, т.-е. про- 
изведеше кватерн1оновъ зависить отъ порядка множителей. 

54. Тензоръ и `верзоръ кватернюна. Л.йствя, опредЗляемыя ква- 
тернтономъ, можно разложить на два существено различныхь: на изы- 
нене длины зектора и на его вращенте. Эти два дёйстыя Гамильтонъ 


в 


обозначаетъь символами 74 и 04, изъ которыхъ каждое можно раз- 
сматривать какъ кватернюнъ частнаго вида, и пишетъ 


14 называется тензоромъ, Од верзоромъ кватерн1она. Такъ какъ 
результать преобразованя не зависить отъ того, въ какомъ порядкЪ 
происходить изм$нене длины и вращене, то 


Оч = 1409. 


Здфеь мы имфемъ случай, когда произведене двухъ кватернюновъ отъ 
порядка множителей не зависить. 

Между верзорами особенную роль играютъ тавые, которые пово- 
рачиваютъ векторъ на прямой уголь безъ измфнеюмя его длины. Они 
приводятъ къ понятю о трехъ мнимых единицахъ и связываютъь 
такимъ образомъ теор1ю кватернюновъ съ теоею комплексныхъ чиселъ. 
Пусть будутъ а, Ъ, ©, три взаимно-перпендикулярныхъ вектора, ии ющ!е 
длину, равную единиц (орты), и такъ расположенные одинъ относи- 
тельно другого, какъ у насъ принято для координатныхъ ортовъ (8 25). 
Означая черезъ 4, /, Ё, кватернюны, преобра- 
зовывающе № въ ©, © въ а иа въ Ъ, имфемъ: 


Фе Ре, Е, (117) 


Поэтому также: 


^ 
' 
' 
' 
й 
, 
' 
, 
' 
р 
, 


р — ==) =, 
Е откуда символически 
Г 24. ре + ое 
Подобнымъ же образомъ легко получить: 
- ПЕ. (119) 
ЛалЪе, изъ того, что 
в =1е=—6е № = Аа —= —а. 


и изъ (117) выводимъ: 
ДД == — в=е=й; 
откуда, 
Ж=ь 
и подобнымъ же образомъ находимъ: 
ЛЬ 


Обобщая эти соображевшя, Гамильтонъ приходить къ заключентю, 
что частное отъ двухъ взаимно-перпендикулярныхь векторовъ должно 
быть разсматриваемо какт векторъ, пернендикулярный къ первымъ 
двумъ, и строить на этомъ весьма зажные дальнфйние выводы, на, 
которыхъ мы однако же не будемъ останавлизаться. 

Не будемъ также вдаватьея въ друзя свойства кватерноновъ, 
каковы напримЗръ свойства, выражаемыя формулами: 


И 5, 
(«Фе 8) = ив 45, 
09” = они 


55. Скаляръ и векторъ кватернюна. Гамильтонъ, кромЪ разложеня 
квалернюна на два множителя, „тензоръ“ и „верзоръ“, разсматриваеть 
‚еще разложене его на два слагаемыхъ: „скаляръ“ и „векторъ“. 
Пусть будуть: 


вОА=а, вОВ=Ь, 
ро вО0В 
® —20А —@& 
гл% 4 данный кватернюнъ. Опустивъ изъ В 
перпенликуляръ на ОД, напишемъ по пра- 
вилу геометрическаго сложеня: 


Ь—‹вОО-Ё ОВ. (120) 


Фиг. 25. 


Векторъ ОС, совнадая по направлению съ векторомъ а, можеть 
быть такъ выраженъ: 


800 =3& 


ГДВ $ отношене между длинами обоихъ векторовъ. Векторъ СВ полу- 
чаетея изъ а при помощи вращеня вектора а на прямой уголъ; по- 
этому, согласно сказанному въ конц $8 54, частное изъ векторовъ СВ 
и а должно быть Тразсматриваемо какъ звекторъ, перпендикулярный 
въ обоимъ предыдущимъ. 

Пусть этоть частный кватернюнъ будетъ 71; тогда 


вСВ = ча, 
и формула (120) даетъ: 
ь— за -|- та 
или символически 
[о 
Ч==- =8-1. 


Тахимъ образомъ кватернюнъ „разложенъ“ на два слагаемыхъ, 
изъ которыхъ одинъ не опред$ляетъ направлена и поэтому называется 


П. Сомовь.— Векторлальный анализъ. 4 


—.89 =. 


скаляромъ кватерн1она, а другой опредЪляеть только направлене 
и по этому называется векторомъ кватерн1она. Послёдай сла- 
таемый кватернюнъ представляется еще разложеннымъ на три: 


== -- и -| 2в 


г в, 7 Ё кватернюны, удовлетворяюние условямъ (118) и (119), а 
х, у, 2 скаляры. Получается такимъ образомъ формула 


ааа Ри, 


показывающёя снова, что кватернюнъ есть комплекеное понят!е. за- 
висящее отъ 4 элементовъ, 5, х, у, 2 и оть трехъ мнимыхъ еди- 
НИЦЪ $, 7, & 

Здесь мы видимъ также соединене въ одну сумму скалярной и 
вектор!альной части кватерноня. Это можетъ быть конечно условно 
принимаемо, и Гамильтонъ устанавлаваетъь для такихъ суммъ опред?- 
ленныя правила дЪйствй. 


ГЛАВА Ш. 


* 


Передвижные векторы. 
Услощя, опредвляющия передвижной векторъ. 


56. Дополнительное услове, отличающее передвижной векторъ отъ 
свободнаго. Поняте о передвижномъ векторЪ дано въ $8 4. Онъ отли- 
чается отъ свободнаго вектора тЪмъ, что лежитъ на опредФленной 
прямой; поэтому два передвижныхъ вектора, равные по длин. парал- 
лельные и въ одну сторону направленные (геометрически равные), не 
могутъ еще считаться вообще равными между собою: для полнаго ихъ 
равенства необходимо еще, чтобы они лежали на одной и той же пря- 
мой. Это усломе, дополнительное къ условйямъ равенства свободныхъь 
векторовъ, и является для передвижныхъ векторовъ характернымъ. 
Цостараемся представить его въ терминахъ, уже установленных раньше. 
Лля этого можеть служить понят!е о векторгальномъ произведенви (8 41). 
Пусть будетъ п свободный звекторъ, опред ляюпий величину и направ- 
леше даннаго передвижного вектора; онъ изобразить этотъ послЪднй, 
если ето начало А взять въ произвольной точкЪ на данной прямой (1), 
на которой лежитъ данный пере- 
двизжной векторъ. Пусть будетъ г 
полярный векторъ точки А при 
произвольно выбранномъ полюс 
О. Раземотримъ векторальное | 
произведеше О 


ШЕЕРГХ и. (121) Фиг. 26. 


4 Е _В 6" й 


Численно оно измёряется площадью параллелограмма, построеннаго на 
ги о, а векторально— свободнымъ векторомъ, периендикулярнымъ къ 
плоскости этого параллелограмма и направленнымъ по правилу, которое 
точнфе установлено въ 8 41. Если векторъ и передвинется вдоль са- 
мого себя, перейдя изъ положешя АВ въ положене А’В’,—причемъ 
онъ по самому опред лено передвижного вектора остается себЪ равнымъ, 


д* 


во 


то полярный векторъ г получить геометрическое приращене АА’, ко- 
торое, въ виду его параллельноети съ векторомъ ий, можно изобразить 
векторомъ 71, тд я какой нибудь положительный или отрицательный 
скаляръ. При новомъ полярномъ вектор» 


Г! Ея 
векторлальное произведенте 


ИЕ = Х п = (ги) Хи == ха (122) 


* 


остается равно прежнему, по свойству, показанному въ концЪ $ 43. 
Обратно, изъ сказаннаго въ томъ же параграфЪ видно, что если при 
изм пени начала вектора п онъ остается себ геометрически разнымъ 
и если при этомъ и’ = т, то начало вектора и передвигаетея по пря- 
мой, на которой этотъ векторъ лежалъ. Итакъ, можно сказать. что гео- 
метрическое постоянство произведеня (121) представляетъь собою не- 
обходимое и достаточное дополнительное услове, которымъ отличается 
постоянство передвижного вектора отъ постоянства вектора свободнаго. 
Говоря иначе, передвижной вевкторъ остается себЪ раврнымъ, 
если остаются себф геометрически равными два свободныхъ 
вектора: 1) векторъ, опред ляюш1Й величину и направлен:е 
передвижного и 2) вектор1альное произведен!е полярнаго 
вектора начала предыдущаго вектора на него самого. 

Необходимо помнить, что вет дстые перпендикулярноети этихъ. 
двухъ свободныхъ векторовъ, и и м, всегда 


и.ш = 0. (123) 


Можно сказать: два свободныхъ вектора п и ш, удовлетьо- 
ряющ1е услов1ю (123), опред ляютъ собою н%который перед- 
вижной векторъ. Чхобы по этимъ 
даннымъ построить передвижной век- 


= торъ, нужно черезъ полюсь провести 
плоскость, перпендикулярную къ век- 

О и тору ш, и въ ней прямую по напра- 
с вленцо и въ разетояти отъ полюса, 


равномъ отношению тензоровъ векто- 
ровъ ши п. При этомъ выборъ между 
двумя параллельными прямыми, находящимися въ равныхъ разстоя- 
шяхъ отъ полюса, опредфляется правиломъ, установленнымъ въ 8 41 
для изображеня векторлальнаго произведешя. 

57. Моменть вектора относительно точки. Изъ сказапнаго можно 
вилЪть, что векторальное произведене ш играетъ важную роль во. 
всБхъ вопросахъ, гд№ приходитея разсматривать передвижные векторы. 
Къ этому понятию пришли гораздо раньше, чЁуъ возникъ векторальный 


Фиг. 3%. 


\ 
анализъ, а именно, изучая условя равновЪ@я твердаго тфла. Сила, при- 


ложенная къ твердому т$лу, представляется передвижнымъ векторомъ, 
такъ какъ „точка приложеня“ силы можетъ быть въ твердомъ тфлЪ 
произвольно передвигаема по прямой дЪйстыя силы. При изученш 
стативи твердаго тфла и явилась необходимость принимать во вни- 
мане ту особенность, которою передвижной зекторъ отличается отъ 
свободнаго, а это и привело къ вышеуказанному векторальному про- 
изведеню. Оно было при этомъ названо моментомъ силы относи- 
тельно данной точки (полюса 0.), Это назване было потомъ распро- 
странено на друйя понятёя въ механик®, изображаемыя какими-либо 
векторами (моментъ скорости, моментъ количества движен!я, моментъ 
ускорен!я) и ‚также на всяые друге векторы. Въ виду краткости 
этого термина и мы будемъ его употреблять, говоря 0 вектораль- 
номъ произведени (121), т.-е. во всхъ т$хъ случаяхъ, когда одинъ 
изъ векторовъ, входящихъ въ это произведенше, полярный. При 
тождеств обоихъь попят въ геометрическомъ отношеши разница за- 
ключается только въ иной точкЪ зря. Говоря 0 момент, обыкно- 
венно смотрятъ на полярный векторъ какъ на вспомогательный, & 
на данный векторъ какь на главный, для характеристики котораго 
служить моменть. Въ векторальномъ же произведени оба векотра ечи- 
таютен равноправными; это понят!е болЪе общее и является въ век- 
торальномъ анализЪ независимо оть понят!я и передвижномъ и о по- 
лярномъ векторЪ. 

Мы можемъ теперь сказать: передвижной векторъ изв%- 
стенъ, если онь заданъ геометрически (т.-е. по величин® и по 
направленю) и есхи геометрически 
заданъ его моментъ относительно 
какого либо полюса. 

Въ виду важности понят!я о мо- 
ментЪ повторимъ въ примфненш къ 
нему правило для построевя вектору- 
альнаго произведеня. установленное въ 
841. Моментъ перпендикуляренъ 
къ плоскости, содержащей прх- 
мую даннаго передвижного век- фиг. 98. 
тора и полюсъ, и направленъ въ 
ту сторону отъ этой плоскости, откуда вращен!е, которое 
нужно произвести, чтобы отъ направлен1я полярнаго вектора 
перейти къ направлен!ю даннаго, поворачиваясь при этомъ 
на уголъ не болЪе двухъ прямыхъ, кажетея соверщающимся 
по движен!ю стр$лки часовт. 

Моментъ не измЪняется при передвижени вектора по его пря- 
мой, а также при передвижен!и полюса по параллельной вектору прямой. 


О. и 

Моментъ равенъ нулю, если полюсъ лежить на прямой вектора. 
И обратно, если моментъ равенъ нулю, & самъ вектор не равенъ нулю, 
то прямая вектора проходить черезь полюс. 

Зная моментъ передвижного вектора относительно одного полюса, 
0, легко опредФлить его моментъ относительно всякаго другого по- 
люса0’. Пусть будеть векторъ 0'0 =. и г новый полярный векторъ 
начала даннаго вектора; тогда 


иг 
= Ха = (и + г) Ха= (и жа) + Жи) 
—=ш-{ (м Ж п). (124) 


58. Условя исчезая передвижного вектора. Передвижной век- 
торъ исчезаетъ (равенъ нулю), если его моменты относи- 
тельно трехъ точекъ, не лежащихъ на одной прямой, равны 
нулю. Мы уже знаемъ, что моментъь относительно точки О разенъ 
нулю въ двухъ случаяхъ: 1) когда самъ векторъ ц равенъ нулю и 2) 
когда точка О лежить на прямой, содержащей векторъ и. Пусть 
будуть О., О,, О., не лежашля на одной прямой точки, относительно 
которыхъ разсматризаются моменты вектора п, и т,, г., г, векторы, 
проведенные изъ нихъ къ началу вектора и. Условия 


50) к о, ие. Хи 


въ предположени, что а не равенъ нулю, показываютъ, что прямая 
вектора п проходить черезъ точку О,, черезь точку О, и черезь точку 
О.; а это невозможно, когда эти точки не лежать на одной прямой; 
поэтому нужно принять, что векторъ и равенъ нулю. 

59. Условйя равенства двухъ передвижныхъ векторовъ. Два перед- 
вижныхъ вектора равны, если равны ихъ моменты относи- 
тельно трехъ точекъ, не лежащихъ на одной прямой. 

Пусть даны равенства: 


И ЕВ 
ХЕ Н, 
ПАРЕ: № 


Изъ нихъ геометрическимъ вычитащемъ находим: 


(г, пе в) Хи= (. с г.) х ц', 
(г, — г.) Ха= (т, — к.) Жи. (125) 


Легко видЪть, что 


ТГ —Р, =60,0,, 
Г. — Г =, — Г, =860,0.; 


= ВБ = 
поэтому равенства (125) дают: 


(г, —г,) Х@а— 1) =0, 
(г, — г.) Х (@—и') = 0. 


Предполагая, что здфсь ни одинъ изъ множителей не равенъ 
нулю, мы должны были бы заключить, что векторъ и——и’ параллеленъ 
векторамъ г,—!, и г, —т,; а это невозможно 
при предположении, что точки О., О., О, не 
лежать на одной прямой; поэтому нужно 
принять, что и —п' =0, т.-е. данные век- 
торы геометрически равны. 

Достаточно еще принять во внимане 
теометрическое равенство моментовъ этихъ 
векторовъ относительно одного изъ полюсовъ, 
чтобы заключить, что они вообще равны, Фиг. 29. 
какъ векторы передвижные. 

Изъ доказаннаго можно еще заключить, что если моменты 
двухъ векторовъ относительно трехъ полюсовъ геометрически 
равны, то они равны и относительно всякаго другого полюса. 


Пара передвижныхь векторовъ. 


60. Сравневе двухъ геометрически равныхъ передвижныхъ векторовъ 
между с0б0ю. На основани сказаннаго въ 8 56 два геометрически 
равныхъ передвижныхъ вектора могутъ различаться только своими мо- 
ментами относительно одного и того же полюса. Пусть будуть даны 
и =, и 


еее ЖИ, ИП Е О 


моменты этихъ векторовъ относительно про- 
извольно взятаго полюса 0. По правилу 
векторальнаго умноженя многочленовъ: 


р=ш’' — ш=(" — г) Жи. (126) 


Въ треугольник ОЛА’ 


Е ДНД” Фит. 30. 


Отсюда мы видимъ, что геометрическая разность моментовъ двухъ 
геометрически равныхъ передвижныхъ векторовъ есть векторь, пер- 
пендикулярный къ плоскости сравниваемыхъ векторовъ и чиеленно 
равный площади параллелограмма, двЪф параллельныя стороны котораго 
составляются этими векторами. 


Весьма важно отмЪтить, что этотъ векторъ не зависить отъЪ 
положення полюса, такъ какъ геометрическая разность Е’— г_отъ 
этого не зависитъ. 

61. Пара передвижныхъ векторовъ. Вышеуказанное естественнымъ 
образомъ привелитъ къ весьма важному въ геометр!и передвижныхъ 
векторовъ понят о пар передвижныхъ векторовъ. Такъ на- 
зывается совокупность двухъ передвижныхъ векторовъ, равныхъ по 
длинЪ, лежащихъ на параллельнныхь прямыхъ и противуположно 
другь другу направленныхъ. Пусть будуть и и п” векторы пары, 
такъ что 


Мы будемъ пару обозначаль такь: (и, — п). Если 
Ш == Жи, т” = т" Жан” 
моменты векторовъ пары, то ихъ геометрическая сумма: 


р=ш--ш” = Жи) (г Жи’) 
= (и — г) Хи= (Жи. (127) 


Эту геометрическую сумму мы будемъ называть просто моментомъ 
пары. Сравнивая (126) и (127), можно сказать: Изм нен1е, ко- 
торое получаетъ моментъ вектора при 
параллельномъ перенос его, опред $- 
ляется моментомъ пары, состонщей 
изъ перенесеннаго вектора и изъ век- 
тора, прямо противоположнаго перво- 


начальному. 
На основаюши этого, если мы хотимъ 
Фиг. 81. сдфлать параллельный переносъ вектора и 


при этомъ сохранить его моментъ, то должны 
предыдущую пару отнять или, всеравно, прибавить пару, ей противу- 
положную, т. е. съ моментомъ 


= р = (г .. г) х и — (г я г”) Хх п”. 


Итакъ, мы имемъ сл$дующее правило для параллельнаго пере- 
носа передвижного вектора: передвижной векторъ и можно за- 
мЪнить векторомь и’, ему геометрически равнымъ, присоединяя къ 
этому пару, состоящую изъ первоначальнаго вектора и изъ вектора и”, 
по величинЪ равнаго, но прямо противоположнаго новому- 

Этоть вопросъ представляель частный случай болЪфе общаго во- 
проса о замВненш одной системы передвижныхь векторовъ другою, 
который ниже ($8 67—79) будеть подробнфе раземотр%нъ. 


Еще замЪтимъ, что моменть пары опредЪляется векторальнымъ 
произведенемъ, въ которомъ первый множитель есть векторъ, направ- 


ленный отъ начала_перваго_ вевтора_пары_хл› началу второго, а второй 
иножитель—второй векторъ пары. 

Такъ какъ въ векторальномъ произведени можно къ одному изъ 
множителей геометрически прикладывать векторъ, параллельный дру- 
гому множителю, то можно еще сказать: моментъ пары есть моментъ 
одного изъ векторовъ пары относительно какого либо но- 
люса, лежащаго на прямой другого вектора пары. 

Вакъ векторальное произведене, моменть пары изображается 
векторомъ, численно равнымъ площади параллелограмма, двумя парал- 
лельными сторонами котораго служатъ векторы пары: этотъ векторъ 
перпендикуляренъ къ плоскости пары и направленъ согласно правилу, 
которое вообще установлено для изображеня векторальнаго про- 
изведентя. 

Разетояне между прямыми, на которыхъ лежатъ векторы пары, 
называется иногла (въ механикЪ) плечомъ пары. Моментъ нары 
измфряется численно произведешемъ длины одного изъ векторовь пары 
на ея плечо. 


Роль ортовь въ опредфленйи иередвижного вектора. 


62. Ноординаты передвижного вектора. Выразимъ векторы и и т 
помолуью ортовъ. Если 


гад 2ю, 


в = чение, (128) 
то по формул (65): 
ш = (уй — УД (2Х — хй)) | (тУ — ух). (129) 
Скаляры въ выражен момента будемъ обозначать такъ: 
уй —з2У=Г, ах —И=М, хУ—уХх=М (130) 
и писать: 
ш —= 71-- 1 МК. (131) 
Если даны шесть элементовь 
5 М, 1, М, М, (132) 


то извфстны свободные векторы Ч и т, а этимъ передвижной векторъ 
вполн% опред$ленъ; поэтому элементы (132) называются координатами 
передвижного вектора. 

Этихъ элементовъ шесть, но только пять изъ нихъ независимыхъ, 
такъ какъ между ними существуеть связь: 


ХАРУМ-Р М0. (133) 


а 


Она видна непосредственно изъ формуль (130) и представляеть со- 
бою аналитическое выражене перпендикулярности векторовъ пи м, 
соглаено съ формулою (123). 

Понятно, что и наобороть, веяке шесть аналитическихъ эле- 
ментовъ, связанныхь между собою условемъ (133), можно принять за 
координаты передвижного вектора, такъ какъ по нимъ можно построить 
векторы и и №, удовлетворяющае условию (123). 

Формулы (130) даютъ. возможность выразить и абсолютную вели- 
чину момента [формула (68)|: 


Иш.м =У7Т- М - № = 
—=И (7 —зУ-Н@Х-— 17+ (У ух). (134) 
63. Моментъ передвижного вевтора относительно оси. Пусть будетъ (1) 
какая нибудь прямая, проходящая черезъь полюсъ. Векторъ, направ- 
ленный по этой прямой и имфюний своимъ тензоромъ проекцию на эту 


прямую момента ш даннаго вектора а относительно полюса, на- 
зывается моментомъ вектора ц относительно оси (1). Если с есть 


орть, имЪюпий направлеше этой оси, а т; моментъ относительно 


ЕО 1—1. и == (Ш .е)с. 


По этому опредФленю отдЪльные члены въ формулЪ (129) суть 
моменты вектора и относительно осей (2), (у) и (2), а скаляры, при 
нихъ стояце, проекщи момента ш на этихъ осяхъ; а именно 


тсоз(т, Г) =т.1=уй — УР, 


тсоз(т, 1) =ш.] =Х — «й = М, (135} 
1тс0з (шт, К) = ш.К==дУ — уХ = М. 
р Мы знаемъ, что тензоръ 


вектора ш=тЖи изм®ряется пло- 
щадью параллелограмма ОЛВС, 
построеннаго на г и и. Изъ ска- 
заннаго выше слфдуетъ, что тен- 
зоръ вектора ГА, т.-е. Ё, измЪ- 
ряетея площадью ОА’В’С’ проек- 
ци этого параллелограмма на 
плоскость, перпендикулярную къ 1. 
Эту проекшю можно измЪрять 
произведешемъ А’В’, проекщи на 
эту плоскость вектора п, на пер- 
пендикуляръ ОР, опущенный въ 
Фиг. 35. этой плоскости на прямую А’В’ 

изъ полюса О. Поэтому можно 

цать еще слВдующее опред$леше момента вектора относильно оси: это 
векторъ, тензоръ котораго изм$ряется произведещемъ проекщи даннаго 


вектора на плоскость, перпендикулярную къ оси, на кратчайшее разстоян1е 
между нимъ и осью, и который параллеленъ этой оси, имВя то изъ 
двухъ направлеши, которое образуеть острый уголь съ направлешемъ 
момента даннаго вектора относительно какой нибудь взятой на оси 

Мы говоримъ: „какой нибудь точки“, потому что, хотя моменты 
вектора п относительно разныхф точекъ оси различны, но проекщи 
ихъ на ось одинаковы. 

ЗамЪтимъ еще, что моментъ вектора относительно оси равенъ нулю, 
если векторъ пересЪкаеть ось или если онъ ей параллеленъ. ® 

Формулу (129) можно выразить словами: моменть вектора отно- 
сительно точки равенъ геометрической сумм моментовь того же век- 
тора относительно трехъ взаимно-перпендикулярныхъ осей, проходя- 
щихъ черезъ эту точку. 

64. Преобразовайе координатъ передвижного вектора къ новымъ 
взаиино-перпендикулярнымъ осямъ. Если начало новыхъ осей совпадает 
съ прежнимъ, то векторы и и ш разлагаются по новымъ ортамъ Г’, }', К" 
также же, какъ всяые друге свободные векторы, т. е. векторъ и по 
формуламъ (51) и (52), а векторъ ш по аналогичным формуламъ: 

ш=Ё-Му-ик 
Т/ = Та. -- Му.г-- МЕ.Г, 
М = М). - М№.у, 
№ = 1а.К- М.К -Р МК.Е.. 

Если же и начало осей новое, то, сохраняя для преобразовашя 
вектора и прежнйя формулы, нужно для вектора ш принять во вни- 
ман!е зависимость (124). По ней, если 

го =я- уч -| 20К, 
и слФдовательно 
Жи (2 —дУл-- ХХ — бл -- ШУ ух 
== Гя-- М) -- №, 


ш=—= ДР ММ 
= (+ ЯМ МУ О - МК. 
Умножая геометрически 06% части этого равенства поочередно 
на Г, на и на №', находимъ: 
Ти = (ЩЕ ОМ + Му -Е ОМ Ю.Е, 
ЭР = (о -- ТЯ 7 ео м) 9-Е МЕ, 
№ = (р-р. + (М Му." -- (№ -- №К.Е', 


получаемъ: 


ГД 
Т6=%й —567У, М =вХрЬ— И, М =ЖУ— що, 


а Г, М, М опред$ляются по формуламъ (130). 


> <= ы ` 


ве = / ож? лера ера 
о лаамуе Роли, бели. 008 И В . э 
, 


Замфтимь еще частный случай преобразования, осей когда онЪ 
параллельны прежнимъ. Тогда 


Е ЕЕК, 
а остальныя геометрическя произведеня ортовъ равны нулю, и поэтому 


ГЕЬ-Г МММ МЕМ М. 


Вектормальное опред лен е прямой лини. 


65. Передвижной векторъ, опредфляющИ прямую лин. Передвижной 
векторъ. находясь на опредфленной прямой, своимъ положешемъ опре- 
дЪляеть и положене прямой лини, какъ это было замфчено въ 8 6. 
Поэтому векторы ч и №, опред5ляюние передвижной векторъ, могуть 
служить и для опредЪленя прямой. Но такъ какъ при опредЪлени 
положешя прямой ливши длина вектора роли не играетъ, то тензоры 
векторовъ и и ш остаются неопред$ленными, лить бы отношене между 
ними было данное, что необходимо въ виду зависимости: ш =г Жи, 
однородной относительно т и и. Поэтому при какомъ угодно числу 
п векторы 

и — ми, "= ит 
опред$ляютъ ту же прямую, какъ и векторы и и ш. Число ® можеть 
быть при этомъ и положительнымь и отрицательнымъ; въ послвднемъ 
случа» векторы п’и ш’ направлены противоположно первоначальнымъ, 
но они опредфляютъ ту же прямую. 

ПослЪ, въ глав \У, мы увидимъ другой способъ векторально 
опредлят»ь прямую линю. 

66. Координаты прямой лини. Передвижной векторь опред$ляется 
шестью координатами (132), связанными между собою зависимостью 
(133), т. е. пятью независимыми элементами. Т% же элементы могутъ 
служить и для опредФленя прямой лин; но только число незави- 
симыхъ элементовъ будетъ не пять, а четыре, потому это, въ виду 
сказанпаго въ 8 65, играютъ роль только отношен!я между коорди- 
натами, такъ какъ координаты Х, У, Й изм%няются пропорцюнально 
тензору вектора и, а координаты Г, М, № пропорцюнально тензору 
вектора т; для прямой же лини играетъ роль только отношене этихъ 
тензоровъ. Итакъ прямая опредЗляется отношенями 


де. д: А: Л (136) 
при условия 
ХА-ВЕМ-ЯА 0. (137) 


Координаты прямой лини служать при изучен аналитическимъ 
путемъ линейчатой геометрии, т. е. такой теометри, въ которой 


Че" — 


осповнымь элементомъ является не точка, а прямая лишя, и которая 
была основана Илюкеромъ (Гйскег) и поэтому называется также его 
именемъ. Основаная этой геометрии мы раземотримъ въ главз УТ век- 
тор1альнымъ способомъ. 


ъ 


Эквивалентныя системы чередвижныхъ вевторовъ. 


67. Общее поняте объ эквивалентности двухъ системъ векторовъ. 
Два отдЪльныхъ вектора должны считаться эквивалентными, равно- 
значущими, во веЪхъ случаяхъ, когда по условямъ изелВдован1я одинъ 
изъ нихь можеть замнить собою другой. Понятно, что поэтому условя 
эквивалентности будутъ различны смотря по тому, какое значене 
имфють векторы въ изучаемомъ вопросз геометрическихь или физи- 
ческихъ наукъ. Всяще два свободныхъ вектора эквивалентны, если 
они геометрически равны; передвижные же векторы эквивалентны, если 
они нетолько геометрически равны, но если и моменты ихъ относи- 
тельно какого либо полюса геометрически равны. 

Перенося понят1е объ эквивалентности на системы векторовъ, мы 
видимъ, что и здесь условя эквивалентности могутъ быть различны, 
смотря по роду разсматриваемыхъ векторовъ. 

Общихь, абесолютныхъ признаковъ эквивалентности установить 
невозможно: они опредВляются т%мъ физическимъ или геометрическимъ 
значенемъ, которое мы векторамъ приписываемъ. 

Можно поступать и наобороть: заранфе установить произвольнымъ 
образомъ тЪ или друге признаки эквивалентности и потомъ опре- 
дфлять, къ какимъ физическимъ или геометрическимь вопросамъ эти 
признаки подходятъ. Исходя изъ общихъ векторальныхъ понят, мы 
только и можемъ здЪеь выбрать второй путь; но все таки мы будемъ 
при этомъ имфть въ виду прежде всего ту роль, которую, векторы 
играютъ въ механик». 

Условимея считать двЪ$ системы свободныхъ векторовъ 
эквивалентными, если ихъ геометрическ!я суммы равны гео- 
метрически: если 


и если 8'==8, то системы свободныхъ векторовъ (п,, и., ц,,...) и (\,, 
т., У»... Эквивалентны. Это прим$нимо ко вефмъ случаямъ, когда 
изучаемое физическое понятте выражается свободнымъ векторомъ и когда 
КЪ этому понято можно промфнять законъ геометрическаго еложеня. 

Для передвижныхъ векторовъ такое геометрическое равенство 
не есть достаточное услоше эквивалентности: къ нему присоеди- 
няетея геометрическое равенство геометрических суммъ 


моментовъ об%ихъ системъ векторовъ относительно того же 
полюса. 

Исходя изъ этого, мы и раземотримъ теперь подробне различныя 
эквивалентныя между собою системы передвижныхъ векторовъ *). 

68. Услове эквивалентности двухъ паръ передвижныхъ векторовъ. На, 
основан!и даннаго выше общаго услошя эквивалентности мы должны 
считать двЪ пары (8 61) эквивалентными или, (будемъ говорить 
для краткости), равными, если ихъ моменты равны геометри- 
чески. ДЪйствительно, геометрическая сумма векторовъ пары всегда 
равна нулю; поэтому первое условше эквивалентности у всякихъ двухъ 
паръ удовлетворяется само собою; необходимымь и достаточнымъ усло- 
вемъ равенства хвухъ паръ остается второе: равенство геометрическихъ 
суммъ моментовъ векторовъ той и другой пары. Но въ 8 61 мы уже 
видфли, что такая геометрическая сумма равна моменту пары. 

Въ виду сказаннаго можно надъ парою производить веяюмя пре- 
образованя, при которыхъ моментъ пары остается геометрически по- 
стояннымъ. Ве такжя иреобразованйя слагаются изъ сл5дующихъ трехъ: 
1) изъ параллельнаго переноса векторовъ пары въ плоскость, парал- 
лельную первоначальной, съ сохраненемъ длины и направленя век- 
торовъ и плеча пары; 2} изъ вращен!я векторовъ пары въ ихь илос- 
кости, съ сохранешемъ ихъ длины и плеча пары; 3) изъ измфневя 
длины векторовь пары и ея плеча при услови постоянства произве- 
деня изъ длины и плеча, т. е. постоянства момента пары. Если дано 
боле сложное преобразоване пары, сохраняющее величину и направ- 
лен!е момента, то оно можеть быть замфнено поелфдовательными пре- 
‘образованями указанныхь выше трехъ родов. 

Пара эквивалентна нулю, если ея моментъ равенъ нулю. Это 
возможно въ двухъ случаяхъ: или если векторы пары лежать на одной 
прамой, или если они равны нулю. 

69. Сложене паръ. Исходя изъ того же основного положен!я, при- 
нятаго нами въ 8 67, мы можемъ считать систему н%№ скольких 
паръ эквивалентною одной пар%, моментъ которой равенъ 
теометрической сумм% моментовъ данныхъ паръ. 

Это могло бы быть доказано и на основаи предыдущихъ 
частныхъ свойствъ пары, какъ это дЪФлается въ статик относительно 


1) Выфсто этихь двухъ общихь положен можно было бы ограпичиться 
болфе элементарными, а именно только допустить, что 1) два передвижныхъ век- 
тора, равные по величинЪ, противоположно лругъ другу направленные и ле- 
жае на одной прямой, эквивалентны нулю (отсутетвю этихъ векторовъ) и 2) два. 
вектора, имфющие общее начало, эквивалентиы ихъ геометрической сумм съ 
тЬмъ ше началомъ. Отеюда, путемъ разеужлевй. которыми пользуются въ ста- 
тикЪ для приведентя системы силъ, нриложенныхъ къ тверлому тфзу, можно было 
бы показать, что эти два положеня привотятъ къ вышеуказанныегь, болЗе общим. 
Мы этого здфеь не восироизводимь, отсылая читателя къ учебникамь механики. 


= 808» == 


сложеня паръ силъ, приложенныхъ къ твердому тфлу. Но мы этого 
производить здфесь не будемъ. 

70. Приведене системы передвижныхъ векторовъ къ системБ, со- 
стоящей изъ одного передвижного вектора и изъ одной пары. Пусть 
будеть 

(и, т.) (а, .), -.. (а, шь) 


система Г, передвижныхъ векторовъ, О полюсъ, относительно котораго 
заданы ихъ моменты. Векторы 1., ц,, ... й» лежать на различныхъ 
прямыхъ, которыя, вообще говоря, между собою не пересекаются; по- 
этому эти векторы, какъ передвижные. а не свободные, нельзя непо- 
средетвенно складывать въ одну геометрическую сумму; но это можно 
сдфлать посл предварительнаго параллельнаго переноса везхъ векто- 
ровъ къ олному общему началу, причемъ нужно . 
при переносе каждаго вектора ввести пару по 
правилу, указанному въ $ 61. Пусть будетъ С'’это 
общее начало, которое мы будемъ называть цен- 
тромъ привелен!я системы векторовъ. Вм$Зето 
каждаго даннаго вектора ц» мы имфемъ тогда 
ему геометрически равный векторъ п»’ съ нача- 
ломъ въ точкЪ С и пару, состоящую изъ вектора 
даннаго, п» и изъ вектора — п» съ началомъ въ точк% С, по величин 
равнаго и противоположнаго, данному. Вели г. полярный векторъ точки 
С, то векторъ ОА» =1—х., а моментъ полученной пары; 


Фиг. 38. 


(— т.) Х ш == ши — (Х щи). 


Сджлавъ такой переноеъ вефхъ векторовъ, мы получаемъ вмзето 
системы 5 систему 5", состоящую изъ векторовъ п,’ п,’... И» еъ общимъ 
началомъ въ С и изъ системы паръ (п, —1,), (и,— 1.) ... @,— 1»). 

Эта система можеть быть замфнена болЪфе простою: векторы (и’), 
складываяеь геометрически, лаютъ векторъ: 


— 1 1 __\ 
В = и, ОУ 2 аи ==, 1. ... и, = У щи, 
моментъь котораго относительно полюса 0: 
гЖВ=ех Ук; (138) 


всф пары, складываясь по правилу 8 69, лаютъь одну пару съ мо- 
ментомъ: 


М. — Ули» — УХ вл) 


= М — (Хы) = М =. ХВ, (139) 
гдЪ положено 


ш,-Рш,-- ... В, = Уж, =М. (140) 


= 18 = 


Итакъ мы нашли, что данная система передвижныхъь векторовъ 
приводится къ одному передвижному вектору В и къ одной парЪ съ’ 
моментомъ М... 

Понятно, что основныя услойя эквивалентности, установленныя 
въ 8 67, удовлетворяются: геометрическая сумма всЪхъ векторовъ 
равна №, потому что геометрическая сумма векторовъ пары равна нулю; 
геометрическая сумма моментовъ всфхъ векторовъ относительно по- 
люса О равна геометрической суммЪ: момента вектора № съ началомъ 
въ точкВ С относительно полюса О, тс Х В, и моментовъ векторовъ 
пары (139), и составляеть вмфетЪ моментъ М (140)- 

НаиболЪе простое приведен!е получается, если за центръ приве- 
ден1я взять полюсъ 0; тогда т. =0, и данная система эквива- 
лентна вектору В, равному геометрической сумм данныхъ, и 
лежащаго на прямой, проходящей черезъ полюсъ 0, и пар, 
моментъ которой М равенъ геометрической сумм моментовъ 
данныхъ векторовъ относительно этого полюса. Векторъ 


В —= Уш (141) 


мы будемь называть общимъ вектором данной системы, & 
векторъ 


М— Ул (142) 


общимъ моментомъ этой системы относительно полюса. 

71. Инваранты системы передвижныхь векторовъ. Обнай звекторъ 
системы не зависить отъ положеня полюса 0, такъ какъ геометри- 
ческая сумма векторовъ получается та же самая, куда бы мы ни пере- 
несли ихъ начала. Нельзя того же самаго сказать относительно общаго 
момента: при изм$ненш центра приведеня (полюса О) онъ мЪфняетея 
и по величияЪ и по направленю. Между тЪмъ свойства системы пере- 
движныхЪ векторовъ, какое бы физическое значене она не имЪла, не 
могутъ завие$ть отъ произвольно выбираемаго полюса; понятно поэтому, 
что и по отношеню къ моментамъ векторовъь существуеть нфчто не- 
измЪнное, инвар1антъ, характеризующий систему. Мы найдемь этотъ 
инварантъ, если сравнимъ между собою обийе моменты системы при 
двухь различныхъ полюсахъ. Лля этого обратимся къ формулЪ (139). 
Умпожая ея первую часть геометрически на №., вторую на В и при- 
нимая во внимаше, что по формулЪ (138) и по свойству (87) 


В. хВ=0 
и что 
=, (143) 
находимъ: 
В..М.—=В.М, (144) 


ВС 


т.е. геометрическое произведен1е общаго вектора на общай 
моментъ не зависитъ отъ центра приведения; оно вмЪстВ съ 
векторомъ № представляеть два инвар1анта данной системы пере- 
движныхь векторовъ. 

Вел детые равенства (143) можно написать: 


М.со5 (Ве, М.) = Меоз(В, М), (145) 


те. проекц1я общаго момента на направлен!е общаго вектора 
не зависитъ отъ центра приведен!я. Вмфето инварлантовъ (143) 
и (144) можно разсматривать инварланты (143) и (145). 

72. Винтъ системы передвижныхъ векторовъ. Мы видЗли, что всякая 
система передвижныхъ векторовъ можеть быть приведена къ одному 
передвижному вектору,—общему вектору системы,—-и къ одной парф,— 
общей парЪ системы, опред$ляемой общимъ моментомъ, который пер- 
пендикуляренъ къ плоскости пары. Уголъ между этими двумя свобод- 
ными векторами, В и М, можеть быть различнымъ и даже для данной 
системы можеть измфняться съ изм$нешемъ положения центра приве- 
дешя, причемь В и В.М остаются постоянными. Особеннаго вниманя 
заслуживаеть случай, когда векторы В и М параллельны другъ-другу, 
такъ-что 


В.М—= ВМ. 
Тогда можно также написать: 
М— в, (146) 


гдф р скаляръ, равный отношенто тензоровъ: 


ее (147) 

Система, состоящая изъ передвижного вектора и пары съ момен- 
томъ, параллельнымъ этому вектору, называется винтовою системою, 
потому что въ кинематикВ такая система векторовъ опредзляетъ вин- 
товое движене, а въ статик% — систему силъ, способныхъ сообщить 
твердому тЪлу винтовое движене. Прямая, на которой лежитъ век- 
торъ №, называется осью винта, отношеше (147) параметромъ 
винта, а совокупность этихъ элементовъь винтомъ. 

Винтовая система считается извЪетною, если ланы: винтъ и тен- 
зоръ вектора № и если указано, какое изъ двухъ направленйй этотъ 
векторъ имфетъ. Собственно для винта это направление значения не 
имфетъ, но только важно различать, направлены ли векторы В и М 
въ одну и ту же сторону или въ стороны противоположныя. Какъ по- 
казываеть формула (146), эти случаи различаются т%мъ, что въ первомъ 
изъ нихъ параметрь р положительный, а во второмъ случа отри- 


1. Сомовтъ.— Вектолальный анализъ. 5 


цательный. Такимъ образомъ винтъ считается не изм нившимся, если 
направлене обоихъ векторовъ В и М м$няется на противуположное. 

Если р==0, то, при конечномъ В, моменть М—0; такь что про- 
стой передвижной векторъ можно разсматривать какъ винтовую систему 
съ параметромъ, равнымъ нулю. Еели р== со, то, при конечномъ М, 
векторъ В —=0; такъ что пару передвижныхъ векторовъ можно раз- 
сматривать какъ винтовую систему съ параметромъ, равнымъ безко- 
нечности. 

73. Приведене системы передвижныхъ векторовъ къ винтовой си- 
стемБ. Всякая система передвижныхъ векторовъ можетъ быть приве- 
дена къ винтовой системЪ подходящимь выборомъ центра приведешя. 
Разложимъ общий моментъ М, полученный при какомъ-нибудь полюс® О 


на два слагаемыхъ: 
ММ, 1 М,, (148) 


` 


изъ которыхъ первый параллеленъ общему вектору В, & второй къ 
нему перпендикуляренъ. При новомъ центр приведешя С’ формула 


(139) даетъ: 
М. —=М,-|-М, — (ХВ). 


Вопросъ будетъ рьшенъ, если удастся точку С выбрать такъ, чтобы 
было М, —(гг ЖВ)==0; потому что тогда останется моменть Му, на- 
раллельный общему вектору В, и система будетъ винтовая. Чтобы сдф- 
лать требуемый выборъ точки С, нужно опред лить г изъ уравнен1я 


вх В — М, 
или, по формул (148), изъ уравненя: 
гхВ—=М—М.. (149) 


Мы знаемъ, что по векторальному произведеню и по одному изъ 
его множителей другой множитель не вполнф опредфляется '), такъ 
какъ векторальное произведен не изм$няется, если къ одному изъ 
его множителей геометрически приложить векторъ, параллельный дру- 
гому множителю ($8 43); но мы можемъ р5шеше сдЪлать опред$леннымъ, 
введя добавочное услове, & именно потребовавъ, чтобы векторъ г. быль 
перненликуляренъ къ №, или чтобы 


г..В-=0. (150) 


Умножимъ 06% части равенства (149) векторально на В; въ первой 
части по формуламъ (99) и (150): 


ВХ. Ж В) = (В.В, — (В.г)В — Ат.; 


1) Облае премы для рЪ$шешя векторальныхь уравненш будуть указаны 
Въ главЪ У. 


2 и = 


в0 второй части, такь какъ В и М, параллельны, 
Вх (М—М)—=(ВхХМ—ВхХМ)=ВХМ. 
Итакъ, мы находимъ: 
(ВХ М). 
Принявъ точку Ст.) за центр приведеня, мы и приводимъ дан- 
ную систему передвижныхъ векторовъ къ винтовой систем? (В, М.), гл 


м, —м—@хв)—м— ®хмюх |= 


В.М №. В) В.М 
=М--Аы в р? -М —- р 


В. (151) 
Такъ какъ векторы В и М, параллельны, то отсюда прямо видно, что 
= (152) 


есть параметръ винтовой системы. Онъ могъ бы быть полученъ и прямо 
изъ формулы (149); для этого нужно тамъ положить М, = В и объ 
части геометрически умножить на В, принявши во внимаве, что 


В т. хн—0. 


ВмЪсто точки (гс) можно было бы взять и точку (г. -- В) при 
какомъ-угодно я. ВеБ дальнфйшце результаты остались бы при этомъ 
безъ измнешя. 

74. Усломе приводимости системы передвижныхъ векторовъ или къ 
одному общему вектору или къ одной общей пар. Въ конц $ 72 было 
уже замфчено, что передвижной векторъ можно разематривать, какъ 
винтовую систему съ параметромъ, равнымъ нулю; поэтому, для того, 
чтобы данная система приводилась только къ передвижному вектору, 
необходимо и достаточно, чтобы, по приведении ея къ винтовой системЪ, 
ея параметръ оказался равнымъ нулю. По формулЪ (152), если только 
общий векторъ не равенъ нулю, это приводить къ условю 


В.М = 0, (153) 


т.-е. къ условю, чтобы общ векторъ и общий моментъ были взаимно- 
перпендикулярны или чтобы инвар1антъ системы (8 71) быль ра- 


венъ нулю. 
Пара есть винтовая система съ параметромъ, равнымъ безконеч- 


ности; поэтому, по формулз (152), система передвижныхъ векторовъ 
приводится къ пар, если обийй векторъ равенъ нулю. 

75. Приведене системы параллельныхь передвижныхь векторовъ къ 
одному общему вектору. Что такое приведен!е возможно, видно уже не- 


БЖ 


=} =. 


посредственно изъ того, что при всякомъ центрЪ приведеня моментъ 
образующейся пары перпендикуляренъ къ переносимому въ этотъ центръ 
вектору. Поэтому, если всЪ данные векторы параллельны, то моменты 
везхъ паръ параллельны одной плоскости, перпендикулярной въ дан- 
нымъ векторамъ. Геометрическая сумма этихъ моментовъ, т.-е. общий 
моментъ всей системы будетъ тогда тоже перпендикуляренъ къ векто- 
рамъ данной системы, & слфдовательно перпендикуляренъ къ общему 
вектору системы, который теперь параллеленъ всЪ%мъ давнымъ векто- 
рамъ; поэтому услове (153) приводимости въ одному вектору выпол- 
няется. Тензоръ общаго вектора системы равенъ теперь алгебраической 
сумм тензоровъ данныхъ векторовъ, такъ какъ тензоры векторовъ, 
направленныхъ въ одну сторону, считаются положительными, & тензоры 
векторовъ, направленныхъ въ противуположную сторону,—отрицатель- 
ными. Знакъ алгебраической суммы при этомъ укажеть, въ какую сто- 
рону направленъ обций векторъ. 

Остается только найти положеше прямой, на которой лежить 
обний векторъ. Такъ какъ ея направлене извфстно, то достаточно 
найти какую-нибудь точку С этой прямой. Всякая ея точка удовлетво- 
ряеть услощю, что если она будетъ взята за центръ приведешя, то 
обний моментъ будетъ равенъ нулю. По формул (139) имЪемъ: 


М—@ЖВ=0. (154) 


Это векторальное уравнене могло бы быть рЪшено такъ же, какъ въ 
8 73; но для разнообразя рЪогимъ его другимъ сцособомъ, воепользо- 
вавшись т$мъ обстоятельствомъ, что теперь данные векторы парал- 
лельны. Пусть будетъ 1 ортъ, параллельный даннымъ вевторамъ; тогда 


Вии... Ри = бе РЕ... ий (155) 
М—= (г, ХЕ (а Жа)-Р... а» Жи,) = 
= (м, ХО-Е ии, Жи) -- ... Е ча ХИ = 
== (иг, ит, |... А) ЖЕ. 


Услове (154) даеть: 
в, Е инк») — @и Е, -2 .-- Е н)ес)] ЖА ==0. 


По свойству вектомальнато произведеня ($ 42, [У) первый множитель 
послфдняго произведевя или равенъ нулю или (болфе общее рёшеве} 
параллеленъ вектору 1, т.-е. 


ат, т, |... Ч ти — (Ни, ... щи). ==, (156) 


при произвольномъ [. Проще всего принять 2—0; тогда 


в Ре... т р 
и 553) 


— @% = 


Эта формула тождественна по виду съ формулою (30) для центра массы. 
Эта точка С(хг.) называется въ данномъ случа центромъ парал- 
лельныхъ передвижныхъ векторовъ (центромъ параллельныхь 
силъ). 

76. Эквивалентность системы передвижныхъь векторовъ двумъ пере- 
движнымь векторамъ. Пусть будуть 5’ и $” искомые векторы, ги г’ 
полярные векторы ихъ началъ. Вопросъ р$шается двумя векторлаль- 
ными уравненями: 


В, 6..4. № (158) 
(и жз)-- (м Жз') = (и, Жи.) (г, Хи)... НХ в) = 
=У хи), (159) 


которыя показываютъ, что эта залача, если не ограничивать ее доба- 
вочными условями, неопред%ленная. А именно, каждое изъ уравнешй 
обнимаетъ собою три аналитическихъ, и тавимъ образомъ мы имфемъ 
не болфе шести аналитическихъь условй; между тЪмъ число неиз- 
вфетныхь аналитическихь элементовъ, которыми опред$ляются два, 
искомыхъ передвижныхъ вектора, равно десяти, такъ какъ каждый 
передвижной векторъ опредфляется пятью аналитическими элемен- 
тами ($ 4). Добавочныя условя, дфлающйя задачу опредЪленною, мо- 
тутъь быть конечно весьма разнообразны: въ механикЪ выборъ этихъ 
условй опредфляется практическими ц%лями. Укажемъ здесь только 
простВйций случай. 

Пусть одинъ изъ искомыхъ векторовъ заданъ произвольно, напри- 
м%ръ даны $ иг’; тогда уравнеше (158) опред$литъ $” по вели- 
чин и по направленю, а изъ уравнекя (159) мы найдемъ моментъ 
ТЖ’ и по немъ положеше прямой, на которой лежитъ векторъ $°. 

Этотъ случай дополнительныхъ условй находится въ тфеной связи 
съ вопросомъ линейчатой теометр1и (глава УГ) о сопряженныхь пря- 
мыхъ (8 133). 

Друпе случаи дополнительныхъ условй раземотрЗны ниже въ 
упражнешяхъ. 


77. Теорема Шаля (Сва$ез). При всемъ разнообразии приведенй 
системы передвижныхъ векторовъ къ двумъ передвижнымъ векторамъ 
у нихъ существуетъь одно общее свойство: тетраэдръ, построенный 
на этихъ двухъ векторахъ, при всЪ%хъ приведен1яхъ имфетъ 
одинаковый объемъ. Для доказательства сравнимъ это приведене съ 
приведеемъ къ одному вектору и къ парЪ: 


8 -- 8" — В, 
(Ех (Ж 3") =М. 


= 70 — 
Перемножая первыя и вторыя Части этихъ равенствъ геометрически: 
(“5”). [а Жз)-- а” Х з")] =В.М, 


и раскрывая въ первой части равенства скобки по правилу перемно- 
жевшя геометрическихъ суммъ, находимъ: 


(В. жз)-- (8-х ЖЕ (5 .гЖ я) (5".г"Ж 8") =В.М. (170) 
Цо свойству (87), въ виду равенства двухъ множителей: 
3 — ОЕ у © 
а, по другому свойству векторально-геометрическаго произведетия ($ 46): 
8.8 ==. ЖЕ 9.8"; 
поэтому равенство (160) принимаеть видь: 


$. жз"=В.М. 


Здесь г’— г’ есть векторъ, соединяюний начала векторовъ $ и $”; по- 
этому заключающее его произведене представляеть собою объемъ па- 
раллелеципеда, построеннаго на векторахъ $, $3’ иг’— г’ (8 46) или, 
всеравно, ушестеренный объемъ тетраэдра, построеннаго на векторахъ 
3 из’. Онь равенъ инвар1анту В.М ($ 71); поэтому онъ одинаковъ 
при везхъ приведеняхъ къ двумъ векторамъ. 


78. Условя равенства нулю системы передвижныхъ векторовъ. Въ тзхъ 
вопросахъ механики, гдЗ играютъ роль передвижные векторы, прини- 
маютъ, что если обий векторъ и общий моментъ системы (8 70) равны 
нулю, то и вся данная система равна нулю. Это услоше нетолько до- 
статочное, но и необходимое, т.-е. для того, чтобы система пере- 
движныхъ векторовъ была эквивалентна нулю, необходимо и 
достаточно, чтобы въ отд льности и обш1й векторъ В и общий 
моментъ М системы были равны нулю. Предположимъ, что си- 
стема эквивалентна нулю, но что обций векторъ и обпйй моментъ въ 
отдзльности не равны нулю. Въ такомъ случа эти два элемента, 
взятые въ совокупности, должны представлять собою систему, экви- 
валентную нулю; но это невозможно. ДЪйствительно, пусть будетъ В 
передвижной векторъ, численно равный вектору В, ему противуполож- 
ный и лежаний на той же прямой; очевидно, что система (В, В,) экви- 
валентна нулю; но если и система (В, М) эквивалентна нулю, то пара (М) 
можеть замВнить собою векторъ В. Эквивалентность же пары пере- 
движныхъ векторовъ съ однимъ передвижнымъ векторомъ уже потому 
невозможна, что моментъ пары, кавкъ геометрическая сумма моментовъ 
составляющихъ ее векторовъ, не зависитъ отъ центра приведеня (88 60 


РН > 


и 61), моментъ-же одного вектора отъ этого зависитъ. Итакъ, необхо- 
димо принять, что въ случа эквивалентности системы передвижныхъ 
векторовъ нулю В и М въ отдфльности равны нулю. 

Условя эквивалентности нулю системы передвижныхъ векторовъ 
можно выразить слфдующими геометрическими уравнешями: 


Ун=и, ри, --... ш=0 (161) 
Ухо мхш Е Хы. «6 хХШш 0. 62) 


79. Другая форма условй равенства нулю системы передвижныхъ 
векторовъ. Система передвижныхъ векторовъ равна нулю, если 
ея обще моменты относительно трехъ центровъ приведен1я, 
не лежащихъ на одной прямой, равны нулю. Цусть будутъ О, 
0’, О" эти центры приведешя и в0О’—=а, в0О’ = а". При первомъ 
центр имфемъ услове: 


(г, Жи) -- а, Жи.) +... -@а, Ж№) =0, (163) 
при второмъ и при третьемъ центрахъ: 


[“, —а) Х ш,]-- @,—а') Хи]... + @—а’) Хи] =0, 
(г, —&’) Хи] -Н [(, —а') Ха]... -Е[@» — а”) Хы] =0. 


ВслЪдетье условная (163) два послЗднихъ приводятся къ виду: 


ажВ=:0, а’ЖВ=о0, (164) 
тлЪ 


В ша, --... 4. 


Такъ какъ а и а’ не равны нулю, то условя (164) приводятъ къ одному 
изъ двухъ предположен!й: или В=0 или & и а’ параллельны век- 
тору В. Посл днее предположене невозможно, если центры приведения 
не лежатъ на одной прямой; поэтому остается заключеше, что В = 0, 
которое вмЗет$ съ условемъ (163) и составляетъ достаточныя условя 
эквивалентности нулю данной системы векторовъ. 


Разложене по ортамъ системы передвижныхтъ векторовъ. 


80. Аналитичесше элементы, опредфляюще эту систему. Предполо- 
жимъ, что передвижные векторы системы заданы скалярами въ разло- 
жени каждаго изъ нихъ, п», и его момента, ш», по ортамъ: 


Ш, = Ха — У е- Як, 
И» — Ги -- Из м“ №К. 


эк Ч 


По этимъ даннымъ выразимъ скаляры въ разложенти по ортамъ общаго 
вектора и общаго момента, системы: 


В = Ва | В) | В.К, 
М—= МА ММ. 


Для этого мы имфемъ формулы (27), которыя даютъ: 


Е о о | 
В= У, У,--... Е У,= У, | (165) 
Вары Ручьи - Не | 
а = | 
М= м, м, ... -ЕМ,= УМ, } (166) 
м,= мм... м, = Ум. | 


Если для каждаго передвижного вектора системы известно положеше 


его начала, т.-е. данъ полярный векторъ этой точки, разложенный по 
ортамъ: 


Ух — ды -- у] —- 2% К, 
то формулы (166) можно по схем (66) написать еще такъ; 
М, = У(ур — 21), 
М,= Ух — #7), 
М, = У(сУ— ух). 
81. Аналитическое опредБлеше винтовой системы, эквивалентной дан- 


ной системб передвижныхь векторовъ. Для этого обратимся къ форму- 
ламъ $ 73. Формула (152) даетъ для параметра винта: 


__ ВыМь-- Ву Му + В М, 
= Во? Ву? В. ) 


а формула (151): 
Е, М =рВь, Мо.=.8.. (167) 
Чтобы составить уравненя винтовой оси въ Декартовыхъ коорди- 
натахъ, разложимъ по ортамъ обф части равенства 
М, —=М—(%ЖВ), 
стоящаго тоже въ формул (151), положивъ для этого 
ТЕ = аи] РК 
и ипринявь во внимане формулу (65). Это даеть: 
Ио» = М, = (че ИЕ == 2с.Ву), } 
Ме = М, — (В, — же В. ), | (168) 
М = М. — (т. В, = 4 В»). ) 


Подставляя это въ равенства (167) и исключая р, мы и получаемъ два, 
уравненйя искомой прямой лини, содержания данные элементы и те- 
кущия координаты 2, у., а‹ точевъ этой прямой: 


М; — (у В, — 2 Ву) и И, — (2 В —ж В!) ва. 
Е: = Е, ыы 
к М; — (хе Ну — с В») 
== 1, . 


(169) 


Приложеня и упражневя. 


82. Прилоненя въ статикБ твердаго тБла. Сила, приложенная къ 
твердому тЪлу, разсматривается какъ передвижной векторъ, потому-что 
„точка приложеная силы“, т.-е. начало вектора, изображающаго силу, 
можеть быть взято произвольно на прямой дЪйстья силы. Поэтому всё 
правила приведеня силъ, приложенныхъ къ твердому т$лу, совпадаютъ 
съ правилами преобразовантя передвижныхъ векторовъ. Пар такихъь. 
векторовъ соотвЪтствуетъь пара силъ. Положевше, по которому пара 
передвижныхъ векторовъ остается сама себЪ эквивалентною при вся- 
комъ ея преобразовани, сохраняющемъ ея моментъ геометрически по- 
стояннымъ (8 68), было у насъ выведено изъ болфе общато положещя, 
что дв системы передвижныхъ векторовъ эквивалентны, если геоме- 
трически равны ихъ обще векторы и ихъ обиае моменты. Въ статикЪ 
обыкновенно, наоборотъ, выводится сначала законъ постоянства момента 
пары силъ, и уже на основами этого выводится общее услове эквива- 
лентности двухъ системъ силъ. 

Моменту вектора относительно точки и относительно оси соотв$т- 
ствуетъ моментъ силы относительно точки и относительно оси, называе- 
мый обыкновенно „статическимъ моментомъ“. 

Сказанное въ 8 70 выражается въ статикЪ такъ: система силъ, 
приложенныхъ въ твердому т$лу, приводится къ одной равнодйствую- 
щей силЪ (обпай векторъ) и къ одной равнодЪйствующей пар силь 
(общай моментъ). 

Инваранты (8 71) въ статик$ называются статическими инваран- 
тами системы силъ. 

Сказанное въ 8 73 представляеть собою приведене системы силъ 
къ „динамЪ“, т.-е. къ такой систем$, которая состоитъ изъ одной 
силы и изъ одной пары съ моментомъ, параллельнымъ сил. 

Случай эквивалентности, разсмотрзнный въ 8 76, показываетъ, 
что система силъ можеть быть зам нена друмя равнодйствующими, и 
притомъ безчисленнымь множествомъ способовъ. 

Услов1я равенства нулю системы передвижныхъ векторовъ (88 78 
и 79) обращаются въ статикЪ твердаго т$ла въ условя равновЪая. 


ой 


Формулы (165) и (166) представляютъ собою формулы приведешя 
системы силь къ шести статическимъ элементамъ, а формулы $8 81— 
формулы аналитическаго приведеня къ динам$. 

Вс упражненя, разсмотрённыя въ конц этой главы, могутъ. 
быть непосредственно прим$нены къ вопросамъ статики. Между ними 
особенное въ этомъ отношении значеше им$ютъ упражнешя 25, 26, 31 и 33. 


83. Приложеня въ нинематикЬ неизмёняемаго тфла. Въ кинематиЕВ 
неизмняемаго тфла угловая скорость изображается передвижнымъ век- 
торомъ, лежащимъ на оси вращения. Окорость поступательнаго движешя 
можеть быть разсматриваема какъ моментъ пары угловыхъ скоростей. 
Позтому и въ кинематикВ различные способы изображать систему ско- 
ростей въ движени неизм®няемаго тфла сводятся къ различнымъ пре- 
образоваямъ системы передвижныхъ векторовъ. Сюда относятся между 
прочимъ: зам5неше вращеня около одной оси вращенемъ около оси, 
ей параллельной, съ присоединешемъ н$котораго поступательнаго дви- 
жевя, приведеше совокупности скоростей поступательнато и вращатель- 
наго движенй къ винтовой скорости, или также къ угловымъ ско- 
ростямъ около двухъ непересвкающихся осей („сопряженныхъ осей 
вращеня“). Формулы 88 80 и 81 разложеня по ортамъ приводять къ 
аналитическимъ формуламъ кинематики неизм$няемаго т$ла. 

Каждое изъ упражневй въ конц этой главы находить свою 
интерпретацю въ кинематик$, которую читатель, знакомый съ основами 
кинематики, легко можеть самъ себф составить. НЪкоторыя приложешя 
вектор1Тальнато анализа къ кинематикф были уже указаны въ главё П 
(упражненя 13—16). 


ДЛальнЪйния приложения и упражненшя. 


25. Привести систему передвижныхъ векторовъ къ двумъ векторамъ 5; и 55, ииёющимь 
начала въ данныхъ точнахь Сцг,) и С(г.). РЪъшен1е: Если В н М общие векторъ и 
моменть системы, то имфемъ условя 


в -- 85 =, (170) 

(и, Жы)-Е (г. Х %) =М, (171) 

изь которыхь нужно опредЪлить векторы 8, и $.. Эти условя не всегда выпол- 
нимы, хакъ какь изъ нихъь можно вывести зависимость, которая связываеть только 
данные элементы и которая должна быть выполнена, для того, чтобы задача, была, 


возможна. Для получешя этой зависимости составимъ, пользуясь формулами (170) 
и (171), произведене: 
г. Х В = (к. г, Ж 1) (.. г, Х в.) — (г, кк, Ж | (и, — та), Ж в = 
= (5 — кг, Ж я.) + @ъ Ж |= (г, —х).М 

мили 

В.х Хь--М. (т, — к) =0. (172) 
Геомегричесый смысль этого условя становитея очевидентъ, если за полюсь при- 
нять точку С(к.); тогда к, =0 и формула (172) прииимаеть Видь: 

М. к, = 0; 


—= Е 


она показываеть, что общй моменть, если онъ не равенъ нулю, долженъ быть 
перпенликуляренъ къ прямой, соединяющей данныя точки. Когда это услове вы- 
полнено, то уравненя (170) н (171), имъюлая при новомтъ полюсЪ видъ: 


в РВ, к,Х =М, (173) 


дають безчисленное множество рфлиен1й, какъ это видно изъ второго уравнетшя, 
по которому конецъ вектора *, можеть занимать любое положене ва нфкоторой 
прямой, параляельной прямой С,0 и лежащей въ плоскоети, которая содержить 
точку С, и перпевдикулярна къ моменту М. Выбравъ одно изъ рЪшенй для $8., 
мы по первой изъ формуль (172) найдемъ 8. 

26. Привести систему двухъ не пересёкающихся передвижныхь векторовъ (и, ш,} 
и (15. ш.) къ винтовой систем р(и). Рфшене: Пусть будеть А.А. кратчайшее 
разстояше между прямыми данныхь векторовъ и 64.4, =; точки А, и А» 
можно принять за начала данныхъ векторовъ; кромЪ того нусть точка А. елу- 
жить полюсомъ. Условя эквивалентности дают: 


и —=и | 0,, (174) 
гха-Р ра =ехХк,, (175) 


тдЪ г начало вектора и, и р параметръ винта. Винтовая 0сь пмыЪфеть направле- 
не и, и условте (174) показываеть, что она комплянарна съ векторами в, и 1. 
Пусть будеть Р плоскость, которой они параллельны; она перпендикулярна къ ©; 
поэтому векторъ е Х и. параллеленъ этой плоскости. То-же можно сказать и отно- 
сительно вектора г Х и, такъ какъ по формулЬ (175) е.г Жа 0. Для вектора к 
мы можемъ принять направлене, перпендикулярное къ и, а слфдовательно тоже 
параллельное плоскости Р. А такъ какъ начало А, векторовъ © и и общее, то 
ихь [прямыя совпадають, и слБдовательно начало А вектора м лежить иа пря- 
мой А.Д., т.-е. винтовая ось пересЪкаеть эту прямую. Полагая 


ВАР Я 
О №0 
имфемь 
71 
Е 
я ’ 
постВ чего уравненше (175) принимаеть видъ: 
7 7 
= ежи. — —— еж == 
и, я. 
Умножая геометрически поочередно на п, и на п., получаемт: 
к ше =. и фа „еЖХи, = ра. п (176) 
тя 2 1 я. 1 2 2 
откуда 
п. 9: с08 (п, в 
м (т, и.) (177) 


74 > ©08 (и, и.) ^ 
Изъ параллелограмма, имфющаго своими сторонами векторы п, и и, слБдуеть: 


и __ т(м, а.) 
(ши)? 
и формула (177) даеть: 
7 __ (а, п,) 


п (аи) 


в — 


Этимъ опредфляется, въ связи съ сказанпымъ выше, виолн% положене винтовой 
оси. Посл этого формула (174) и одна изъ формуль (176) окончательно опред*- 
ляють винтовую систему р(а). 

27. Привести двЪф винтовыя системы р.(а,) и р.(и>), оси которыхъ параллельны, 
къ одной винтовой системё. Рф шенте: Услове 


и =, ци, 


показываеть, что ось искомаго винта параллельна даннымь и, въ виду параллель- 
ностп веЗхъ трехъ векторовъ, даеть 


и ч.. 


Возьмемъ полюсъ на первой винтовой оси и означимъь черезъ © полярный век- 
торъ, совпадающй съ перпендикуляромъ, опущеннымз изъ полюса на вторую ось. 
Изь условн равенства моментовь имфемъ; 


ри Е @ Ж® = рии, -- ром, - (© Х п.), (178) 


тлф (г) какая-нибудь точка на искомой винтовой оси. Принимая далфе за, точку (г) 
конець перпендлкуляра, опущеннаго изъ полюса на эту ось, и умножая обЪ части 
равенства (178) геометрически на ©. находимъ: 


сок ШЕЕ КИ Хе 0 


и замфчаемь, что © и г лежать на одной прямой, а сл$довательно ось искомаго 
винта лежигь въ плоскости данныхъ осей. Умножая 06 части равенства (178) 
теометрически на и, и принимая во внимане параллельность всфхъ трехъ векто- 
ровъ и, и. и и, находимъ: 


рии: == ри -- Фи, 
откуда 


рии Е 


и а м 


Пусть будеть я./и, отношеше между разстояшями искомой оси Р оть данныхъ, 
такъ что 


= 71 с: 
Е 


тогла формула (178) даеть: 
т(е Ж п;) — я(6 Х из) = 0; 
откуда, такь какъ векторъ е пернендикулярень къ и, и и,, нахолимь: 
ии: — пу: = 0. 


Этимъ опредЪляется окончательно положевше винтовой оси. 

28. Привести двф винтовыя системы 2(и»), ру(йу), оси которыхъ, (2) и (5), 
пересфнаются и взаимно перпендикулярны, нъ одной винтовой системЕ (9). Рфшенте: 
Полюсь возьмемь въ точкф пересфчешя данныхь осей и напишемъ условя экви- 
валеитности: 

ии и, (179) 
(Е.Х а) Е ри = рее + руб. (180) 


Первое уравнене показываетт, что векторъ и а сл$ловательно и искомая винто- 
вая ось { параллельвы плоскости (29/). Второе уравнене показываеть то-же самое 
относительно вектора ги. Если начало 
вектора и, лежащаго на оси $ взять Такъ, 
чтобы векторъь г быль перпендикуляренъ 
къ п, то векторы г, пиг Х п будуть взаимно- 
перпендикулярны, & это, вмЪетЪ съ сказан- 
нымъ относительно уравненя (180), пока- 
зываеть, что г направленъ по оси (2), ни 
стЪдовательно ось { перес$каеть ось (2). 
Умножая 06$ части равенства (180) геомет- 
рически на и и принимая во внимаше, что 
по уравнению (179) 


2 


И. п — 4, Ш. Пу 442, 


находим: = 
бы Фиг. 84. 
—_ Рем? Е руму? 
р зи? ° В 
Подльзуяеь этою формулою, нзъ уравненйя (180) получаемъ: 
(Жи) @Жищу) = Зы (иж? у — му? их). (182) 


942? -- Му 


Векторъ к Х и» параллелень оси (49), а векторъ х Х пу параллеленъ оси (%); по- 
этому въ равенствЪ (182) можно сдфлать отдфльное сравнене слатаемыхъ: 
р 


Ру РВ „о у Рая 2 
№ а "И г Пр = — о Мих. 
х их? - мы? 9 Хи Чак? Е у? А 
Такь какь ги и, взаимно-перпендикулярны, то тензорь вектора гХ ах ра- 


венъ их, поэтому 
Изиу 


поз муз ты 


= (Ру— ре) 

Формулы (181) и (183) ятрають весьма важную роль въ „Теор1и винтовъ“ 

Ва!Ша (Боллъ). Он выводятся обыкновенно въ тригонометрической формЪ, 
при помоши угла, а = (и, м): 


р — рееозйе -- рузш?а, у = (ру — ре} созазта. 


29. Цилиндроидъ. Винтовая ось { предыдущей задачи занимаеть различныя 
положешя въ зависимости отъ отношения тензоровъ % и цу, при т$хъ же зна- 
чентяхъ параметровъ 0х и ру, или, всеравно, въ зависимости оть угла а. 
Геометрическое мЪфето всфхъ этихъ осей есть ливейчатая поверхность, образующя 
которой параллельны плоскоски (1279/). Составимъ ея уравнеше въ Декартовыхъ 
координатахъ. Для какой-нибудь точки М на оси # имфемъ: 

у у 


И № В=Е И (Ру — 0х) 


ху 
92 и Чи? о 
Иеключая отсюда отношене цу/и», позучаемъ: 
2(27 -| 9?) = (ру — =)5у. (184) 


Эта поверхность называется цилиндрондомъ; она играетъ важную роль Въ 
теор вов. 


30. Привести дв какя-нибудь винтовыя системы 22.(и.), 2.(1.} къ одной винтовой 
системф 2(и). Ршен1е аналогично р$шенйпо задачи 26. Исхолвыя уравненя при 
тЬхь-же обозначеняхь, какъ ву, этой задачЪ: 

п =, и., 
г ха- рп = (6 Жи.) | ри ром. 

Ось искомаго винта комплянарна съ осями давныхь и перес$каеть прямую 4..Д», 
потому-что ©. г Х и —= 0. Для р находимъ: 

р =. с и 5 р? рымь? Е (р: Ро). 
ДалЪе, аналогично тому какъь въ задач 27, можно составить уравнеше: 

и ‚В ИСЬ 

а-я. я 

Умножая обЪ части геометрически на 95, находимъ: 


(с х и.) 25 {е 25 и) = а, + р.п. 3: ри. 


71 
2, -- 7 
откуда опредЪлится отношеше 2,9. 

31. Разложить передвижной векторъ (и, 1!) по шести даннымъ передвижнымъ век- 
торамъ (цу, т.), (и. 11.), -.. (и. 1.). Число шесть здЪеь весьма существенно, по- 
тому-что усломя эквивалентности (8 67) выражаются двумя векторальными ра- 
венствами, которыя въ аналитическомь видф представляють шесть уравнений. 
Нужно вирочемь помнить, что неизвЪстныхь элементовъ у насъ всетаки только 
пять, потому-что векторы а и м связаны между собою скалярною зависимостью 
п.м —0; поэтому элементы, полученные изъ шести уравнен! тоже будуть связаны 
между собою нфкоторымь услошемъ. РЪъшен!е: Въ этой задачв мы имфемъ 
шесть скалярнызьъ неизвфстныхь: скаляры 7, 7», ... 7, на которые должны 
быть умножены векторы и, п,, ...\;. чтобы дать составянюлйя вектора (п, т). 
Если эти составляюнйя, лежапия на шести давныхъ прямыхъ, означить черезъ 
У1, №, --. Ус, а черезъ г, к,, ... Кс полярные векторы точекъ, служащихъ нача- 
лами векторовъ п,, и, ...щ,, и которые можно считать тоже данными, потому- 
что они могуть быть вызажены черезь данные элементы (88 56 н 57), и если озва- 
чить черезъ 1., 1.,... 1: моменты векторовъ \., У, .-. Ус. ТО можно нанисать: 


и, .ежи, = р и, ри? — ра. щ,, 


И А ао Е 
=, Ху = Жи) =, =, ... К ЕЯ, 


а условя эквивалентности дают: 


паи, рим, |... би, = м, (185) 
9, -- дв, +... + Жи =. (186) 


Важдое изъ этихъ векторальныхъ уравнен! приводить къ тремъ скалярнымтъ; 
чтобы ихъ получить, можно взять три какихъ-нибудь не комплянарныхъ вектора 
з, В, си на нихъ геометрически умножить поочередно то и другое уравнеше. 
Выфето того, чтобы вводить новые векторы, будегь проще воепользоваться тремя 
изъ данныхъ, если только они не комилянарны. Возьмемъ наиримфръ и, и», и; 
п составимь уравненя: ^ 


и, «м, 2 п.. м, -|-... м. М, =, 
и, - м, Им, . Ш. ... и. в. =. Ч, 
и. п -|- 90, м5 --... Я - п. =. 0}, 
О, . м -- ... жа. м, = Ш. п, 
и. п, 0 - ..-. Род. =щ. 4, 
и, « М -- 205. . 5 -Р ... -- Жо, . = Ш... 


) 
| | 
| (187) 


Для возможноети рЪшеня этихъ уравневй относительно 7, #., ... ж% нужно, 
конечно, чтобы опредЪлитель, составленный изъ коэффищентовь при неизвъет- 
ныхЪ, не быль равенъ нулю. По условю и. т =0, найденныя рфшешя будуть 
уловлетворять зависимости: 


(аа - м, | М, -- 22.7. (а; «м: -- и, .м,) |... 9.0 (а, ви, м,) -- 
Ня. (и, «Н.И м, Ре.) 


Ри, т, Ни, .ш,) = 0. (188) 


32. Разложить систему передвижныхь векторовъ ло шести даннымь передвижнымъ 
векторамъ. Рф шен1е: Каждый изъ векторовъ системы разлагается по способу, 
указанному въ предыдущей задачЪ; посл этого тензоры векторовъ, лежащихъ 
на одной и той-же прямой, складываются алгебраически. 

33. Разлонить передвижной венторъ (п, и) по ребрамъ тетраэдра, заданнаго по- 
лярными векторами его вершинъ .(г,), А5(к.), А.(г,}, А.(х.). Эта задача предета- 
вляеть весьма важный частный случай задачи 31. Онъ приводить къ коорди- 
наламъь прямой линш, введевнымъ въ геометр!ю 
Цейтеномъ и Клейномь (Лешеп, Кеш) и А 
яваяющимея обобщенемъ координать Плюкера 
($66). Ребра тетраэдра играютъ при этомъ роль век- 
торовь и, и,, ... @;, входящихь въ залачь 81. 
Выбирая для нихЪ направленя, указанныя на фи- 
гур$ 35, имфемъ для нихъ сл5дующия выражешя 
по давнымъ элементамъ: 


И, =, — 14, ШЕЕ, ИНК ,, 
Е.К, = — К. ЩЕК И,. 


| (89) 


Вводя обозначешя Цейтена-Клейна, обозначимъ 
искомые скаляры при этихъ векторахъ такъ: Фиг. 35. 
Я: —Фи, Я =. ЯР, ИР, = Ра, % = Рь, (190) 
Посл этого остается подставить выражевя '(189) и (190) въ уравневя (187) и 
ихь рЬшить. Доказательство того, что это ршеве всегда возможно, мы увидимтъ 
въ главф УТ. Услове (188) иринимаетъ теперь боле простой видъ: 
ал Ваз -|- Юз, Е разра Е 0. 


Нетрудно убЪфдиться по правиламъ векторальныхт дЪйетый, что вс остальные 
члены въ формулЪ (188) исчезаютъ. 

Элементы (190) п называются координатами Цейтена-Влейна. Влейнъ раз- 
сматриваеть впрочемъь и координаты хругото рода, отлвчаюнйяся еще большею 
симметричностью и связанныя условлемъ: 


р’ р рг + ре 5’ ре =0. 
нф получаются изъ предыдущихь помощью зависимостей: 
Ра Г Рьз =, Ри- Юз му —1› 
Раз -- В: =, Вр - Бы =И—1 2 
Раз Е Ра==Рз, Рав Рае = р —1 5 


ТА ВА 


Опредфленные векторы. 
Условя, опредфляющия опредфленный векторъ. 


84. Два свободныхъ вентора, опредфляюще опредфленный векторъ. 
Поняте объ опредленномъ векторф было дано въ 8 5. Его начало не 
можеть быть измняемо по произволу; поэтому мы будемъ говорить, 
что опред$ленный векторъ только тогда вполиЪ извЪ№стенъ, когда даны 
два свободныхъ вектора: 1) векторъ п, опредБляюций величину и на- 
правлеше опред$леннаго вектора и 2) полярный векторъ г его начала, 
или когда заданы таке элементы, по которымъ п и г могутъ быть 
найдены, 

Изъ этихъ посл$днихъ способовъ ближайпий къ предыдущему со- 
стоить въ томъ, что задаются полярные векторы, ги т, его начала и 
его конца; тогда имЪемъ: 


== — К. 


85. Виргалъ. Посмотримъ теперь, какимъ элементомъ опред$ленный 
векторъ отличается отъ передвижного. Два опред$ленныхъ вектора, 
геометрически равные и лежапшие на одной прямой, еще не могутъ 
считаться вообще равными между собою: они равны Только какъ век- 
торы передвижные. Итакъ, къ геометрическому равенству двухъ век- 
торовъ какъ къ условю, необходимому и достаточному для равенетва 
двухъ свободныхъ векторовъ, и къ геометрическому равенству момен- 
товъ относительно одного и того-же полюса, какъ къ дополнительному 
условшю равенства двухъ передвижныхъ векторовъ, теперь должно быть 
присоединено еще одно дополнительное услове. Постараемся предста- 
вить его въ терминахъ, уже раньше установленныхЪ. Для передвиж- 
ныхъ векторовъ намъ послужило понят!е о векторальномъ произведени; 
теперь мы воспользуемся понятемъ о геометрическомъ произведени. 
Покажемъ, что для опредленнаго вектора элементомъ, дополнитель- 


ыы 8 = 


нымЪ къ элементамъь пи ш=е п, является геометрическое произ- 
велеше 
в =. 1. (191) 


Перем$щене начала вектора, при его геометрическомъ постоянствъф, 
можно разложить на два перем щен!я: вдоль вектора и перпендикулярно 
къ нему. При первомъ перем щен!и сохраняется его моментъ, но мз- 
няется г.п == ис05(х, 1); при второмъ-же перемфщени м%$няется мо- 
ментъ, но сохраняется г.п, потому-что и и и 7605(т, п) остаются по- 
стоннными. Если начало вектора остается постояннымъ, то оба произ- 
ведешя, гХпиг.и не измВняются; и наоборотъ, если эти выраженя 
не изм$няются, то, при геометрическомъ постоянств$ вектора, и его 
начало остается неизмннымъ. 

Если и представляетъ собою силу. приложенную въ опредЪленной 
точкВ твердаго тфла, то произведеше (191), взятое впрочемъ съ обрат- 
нымъ знакомъ, называется (С]амзта5) нираломъ или также (Зейуев) 
центробЪжнымъ моментомъ (ЕНейшошей) и играетъ роль въ механикЪ 
въ вопросахъ объ устойчивости равновЪея и въ частности въ вопрос$ 
объ астатическомъ равновфош. Чтобы не вводить новыхъ терминовъ, и 
мы условимся выражеше (191) называть вир1аломъ вектора отно- 
сительно полюса, сохраняя однако-же, въ отличе оть Кляузлуса, у 
него тотъ знакъ, который опредЪляется геометрическимъ произведе- 
вемъ г.п. 

Мы видимъ, что присоединене къ элементамъ, опредляющимъ 
передвижной векторъ, понятя о виралЪ вполнЪ естественно вытекаетъ 
изъ разложеня переноса начала вектора на два составляющих: вдоль 
него и перпендикулярно къ нему. 

86. Условыя исчезаня опредфленнаго вектора. Въ виду той роли, ко- 
торую играетъ вираль для опред$леннаго вектора, выразимъ условя 
исчезаня этого вектора помощью этого поняття. 

Опред$ ленный векторъ равенъ нулю, если его вир1алы 
относительно четырехъ полюсовъ, не лежащихъ въ одной 
плоскости, равны нулю. 

Пусть будуть О,, О„, О., О, эти полюевы и г.. г., г., г, векторы, 
проведенные изъ нихъ къ началу 4 даннаго вектора. Предположимъ, 
что 

а оо пе в =0 {192) 


Отеюда 
(г, —г,).0=0, (№ —тг,).и=0, (г, —г,). = 0. 


Здфсь гг, г, — к, к, — к, суть векторы 0,0» 0,0., 0,0, и, такъ 
какъ данные полюсы вс различны, то ни одинъ изъ этихъ векторовъ 


П. Сомовъ.—Векторальный анализъ. 6 


= О 5 


не равенъ нулю. Если предположить, что векторъ и не равенъ нулю, 
то нужно заключить, что онъ пернендикуляренъ къ векторамъ О,О., 
0,0., 0,0; а это невозможно, котда, согласно предположенто, точки 
0,. О., 0О., О. не лежать въ одной плоскости. Итакъ, условя (192) 
достаточны для исчезаня опредфленнаго вектора. Легко видфть, что 
эти услошя и необходимыя, т.-е. что трехъ такихъ условный было-бы 
недостаточно. 

Можно указать и другля условя исчезая вектора; между ними 
отмфтимъ только слфдующ!я: онъ исбчезаетъ, если его виралы относи- 
тельно двухъ полюсовъ и его моменты относительно тфхъ-же полюсовъ 
равны нулю. 


87. Условя равенства двухъ опредфленныхъ векторовъ. Основными 
услошями равенства двухъ опренленныхъ векторовъ является конечно 
ихъ равенство геометрическое, равенство ихъ моментовъ и равенство 
ихъ вираловъ относительно какого-нибудь полюса. Теперь мы раземо- 
тримъ друтя условя равенства, выражающаяся только помощью вира- 
ловъ и моментовъ. 

1. Два опредфленныхъ вектора равны, если равны ихъ 
вир1алы и ихъ моменты относительно длвухъ полюсовъ. Пусть 
даны: 


ЛИ, (193) 
ЕР, (194) 
т, Е хи, (195) 
т Е. Е. (196) 


Изь условй (193) и (194) заключаемъ: 
0,0, „(а — и; =0, (197) 


т.-е. что или п = или ихъ геометрическая разность перпендикулярна 
къ прямой О,О,. Первое предположеше, въ связи съ равенетвами (193) 
и (195), приводитъ къ полному равенству данныхъ векторовъ; разсмотримъ 
второе предположене. Условя (195) и (196) показываютъ, что оба 
вектора лежать въ одной плоскости, содержащей полюсы О, и 0.; 
Еромф того эти усломя даютъ: 


С а г,) Жи= (г, = г.) х т, 


ГД г, — Г, ==г, — г, есть векторъ 0,0.. Такъ какъ онъ не равенъ 
нулю, а мы предполагаемъ, что векторъ п’ — и тоже не равенъ нулю, 
то остается заключить, что векторы 0,0, и п' — и параллельны; а это 
противор$читъ услов!ю (197). Итакъ остается вЪрнымъ только первое 
предположене, что п’ — а, которые выше привело уже къ полному ра- 
венству данныхъ векторовъ. 


ес 98) 2% 


Легко видфть, что отсутетые одного изъ четырехъ условй къ 
этому не приводить; так’ь-что эти четыре условя нетолько достаточны, 
но вм$етф съ тфмъ и необходимы. 


Ц. Два опредЗленныхъ вектора равны, если равны ихъ 
моменты относительно трехъ полюсовъ, не лежащихъ на одной 
прямой, и если равны ихъ вир1алы относительно одного изъ 
полюсовъ. Это видно непосредственно изъ того, что равенство момен- 
товъ относительно трехъ полюсовъ приводитъ къ равенству векторовъ, 
какъ передвижныхъ (8 59); присоединяя-же сюда равенство вирталовъ 
относительно какого-нибудь одного полюса, получаемъ равенство этихъ 
векторовъ, какъ опрел$ленныхъ. 


Ш. Уелов1я равенства опред ленныхъ векторовъ не мо- 
гутъ быть выражены только помощью равенства вир1аловъ, 
потому-что векторы, геометрически равные и имфюцше начала въ одной 
перпендикулярной къ вимъ плоскости, имфютъ обие виралы относи- 
тельно всякаго полюса. 


ТУ. Если-же равны вир1алы относительно четырехзь по- 
люсовъ, не лежащихъ въ одной плоскости, и моменты относи- 
тельно одного полюса, то опред ленные векторы равны. Условя 


РЕ, ИТ, 0, Г... ПТ. 90, И.П 
даютъ равенства 
{г, —г,). (м — п) =0, (—в.@—№=0, (г —ш.@ —ш=5, 


которыя при некомплянарности векторовъ г, —Г,, г, — г, г, — Е). в03- 
можны только, если и’ =. Это равенство, вмфет% съ однимъ изъ ра- 
венетвъ вираловъ и съ равенствомъ моментовъ, и приводить къ пол- 
ному равенству векторовъ, какъ опредфленныхъ- 


Упражнешя. 


34. Чмъ отличаются два опредЗленныхь вектора, имЪющие равные мо- 
менты относительно двухъ ‚полюсовъ и равные виралы отноеительно одного 
полюса? Отвфтъ: Они лежать въ одной плоскости, проходящей черезь данные 
полюсы 0,0,; ихъ геометрическая разность параллельна прямой 0,05, они обра- 
зують равные углы, съ полярными векторами ихъ началъ, проведенными изъ 
перваго полюса, и обратно-пропорц!ональны этимъ векторамъ. Если первый опре- 
дфленный векторъ заданъ, то начало второго вектора можно брать произвольно 
на нфкогоромъ круг$. 

35. ЧЪмъ отличаются два опредфленныхъ вектора, им$юще равные ви- 
р1азы относительно трехъ полюсовъ, не лежащихъ на одной прямой, и равные 
моменты относительно одного изь полюсовъ? Отвфтъ: Они лежать въ одной 
плоскости, проходящей черезъ этоть посл$днШ полюсь и перпендикулярной къ 
тлоскости вефхъ трехь полюсовъ; углы ихъ съ полярными векторами и ихъ тен- 
зоры удовлетворяють такимъ-же условямъ, какъ въ задач 34. 


6+ 


са“ а 


Мары опредзленныхъ векторовъ. 


88. Сравнеме двухъ опредфленныхъ векторовъ, для которыхъ не всЪ 
условя равенства выполняются. Уже въ двухъ предыдущихъь упражне- 
шяхъ были указаны таке случаи. Въ виду дальнзйшаго полезно ©о- 
поставить три другихъ, основныхъ, случая. Прежде всего вспомнимъ,. 
что для полнаго равенства двухъ опредФленныхъ векторовъ требуется: 
1) ихь геометрическое равенство, 2) равенство ихъ моментовъ относи- 
тельно одного и того-же полюса и 3) равенство ихъ вираловь относи- 
тельно какого-либо полюса. Раземотримъ теперь, чЪмъ различаются 
векторы, если одно изъ этихъ услоый не выполняется. 

Если не выполняется первое услове, то векторы лежатъ въ одной 
плоскости, уголъ, ими образуемый, равенъ углу между полярными век- 
торами ихъ началь и тензоры этихъ по- 
сл$днихъ векторовъ обратно пропорцю- 
нальны тензорамъ данныхъ. 

Еели не выполняется только второе 
усхове, то два вектора геометрически 
равны и имВють свои начала въ плос- 

Фиг. 36. кости, перпендикулярной въ этимъ век- 
торамъ. 

Отеутетые третьяго условя даетъ векторы, геометрически равные 
и лежашие на одной прямой, т.-е. равные передвижные. 

Наибол$е важную роль въ дальнфйшемъ играетъ посл днйй случай. 
Замфтимъ, что разность вир!аловъ двухъ равныхъ передвиж- 
ныхЪ векторовъ равна цроизведен1ю тензора одного изъ нихъ 
на разетоян1е между ихъ началами: 


я —@=Е.и — г.п ==’ — г). 0=68АД'. и = АД’. 


89. Система двухъ опредфленныхъ векторовъ, эквивалентная нулю. 
Веякое преобразоване векторовъ основывается на ихъ разложени по. 
даннымъ направлешямъ и на ихъ параллельномъ перенос% къ данному 
центру приведеня. Насъ будетъ занимать теперь только послёдьйй во- 
проеъ. При этомъ мы примемъ за основное положен1е, что совокуп- 
ность двухъ опред$ленныхъ векторовъ, имфющихъ общее начало и 
противуположно другъ къ другу направленныхъ, равна (эквивалентна) 
нулю, т.-е. равносильна ихъ отсутетыю. На основанйи этого можно къ 
данной вистемф опред$ленныхЪ векторовъ по произволу присоединять 
или отъ нея отнимать два Такихъ вектора. Помимо того, что это поло- 
жене оправдывается соображешями, взятыми изъ статики и кинематики, 
оно имБетъ достаточно основа и чисто геометрическихъ; потому-что. 
для такихъ двухъ векторовъ суммы элементовъ, характеризующихъ 


= ЗО = 
вообще опредфленный векторъ, т.-е. геометрическая сумма, самихъ век- 
торовъ, геометрическая сумма ихъ моментовъ и алгебраическая сумма 
ихъ вирмаловъ равны нулю. 
90. Пара опредфленныхъ векторовъ. Пусть данъ опредфленный век- 
торф и съ началомъ въ точк$ 4; произвольную точку А’ примемъ за 
начало двухъ векторовъ, виБст$ эквивалентныхъ нулю: 


и — м, п — — 0. (198) 


Здесь можно и’ разсматривать какъ векторъ и, параллельно перене- 
сенный къ новому началу А’, а векторы м и п” какь пару опред%- 
ленныхЪ векторовъ, которую, въ отлиЧе отъ пары передвижныхъ 
векторовъ (и, — и), будемъ обозначать 
такъ: [и, — 11|. 

Не елБдуетъ эти пары смВшивать 
между с0бою: свойства пары передвиж- 
ныхъ векторовъ существеннымъ образомъ 
основываются на возможности передви- Фиг. 37. 
жешя векторовъ вдоль прямыхъ на ко- 
торыхъ он лежать; а при такомь передвижени опред$леннаго вектора 
иЪняется его виралъ. Это должно быть теперь принято во вниман!е. 
Перемфщене 4.’ можеть быть сдфлано въ два према: перпендику- 
лярно къ и въ точку 4”, лежащую на прямой, которая содержитъ век- 
торъ 1’, и оттуда въ точку 4’ вдоль этой прямой. Если положить: 

ВЕ бе — 


причемъ 
8 — 8' -|- 8", 


то имЗемъ: 
ПЕЙ В ЕВЕ 
! $ в 1 Ы У ! и 
их ог. 
Г'==г-- 8" -|-8.. 
Принявъ во вниман!е, что 


и О вв 50: 
находимъ 
Ш’ = Ш" Жи, У =—о--8. 1. 


Въ послЗдней формулЪ 


8. 0—5, 


гдЪ знакъ зависить отъ того, куда направленъ векторъ А” А". Итакъ, 
разложивши переносъ начала даннаго вектора на два слагаемыхъ, 3” 
и 8, мы видимъ, что при первомъ переносф м%няется только моментъ, 


а при второмъ переносЪ ТОЛЬКО виралъ даннаго вектора. 


И 
91. Виралъь пары опредфленныхъ векторовъ. Мы будемъ называть 
вир1аломъ пары опред ленныхъ векторовъ геометрическое про- 
извелене одного изъ нихъ на векторъ, соединяюций ихъ начала. Этотъ 
ноелф дей векторъ мы будемъ называть плечомъ пары опред$лен- 
ныхъь векторовъ. Знакъ вир1ала пары зависитъ отъ того, который 
изъ векторовъ пары въ немъ разематривается и которое направлене 
плеча принимается во внимаше. Мы условимсея въ сл$дующемъ: за, 
виралъ пары {будетъь приниматься геометрическое произведен1е 
одного изъ векторовъ на плечо, концомъ котораго служить 
начало этого вектора. 
Виралъ пары обладаетъь слФлующими свойствами, на доказатель- 
ствЪ которыхъ, въ виду ихъ простоты, мы не будемъ останавливаться. 
1) Виралъ пары равенъ алгебраической сумм вир1аловъ отд ль- 
ныхъ векторовъ и и ш, составляющихъ пару: 


(Ию. —=г.ши г. Е. к. 0 = 9-5. 


2) Онъ не зависить отъ положешя полюса, относительно котораго 
разематриваются вир1алы векторовъ, составляющихъ пару. 

3) Онъ не измЪняется при переносЪ того или другого изъ векто- 
ровъ въ направленши, къ нему перпендикулярномъ. 

4) Онъ не измфняется при всякомъ перемфщеви пары, при кото- 
ромъ не измфняется относительное положене векторовъ пары. 

5) Вираль пары не измЪняется также, если плечо пары будетъ 
увеличено въ какомь-либо отношеши. а тензоры векторовъ пары будутъ 
уменьшены въ Томъ-же отношеши. 


Эквивалентныя системы опред ленныхь векторовъ. 


92. Основное опредфлене эквивалентности. Равенство двухъ опредЪ- 
ленныхъ векторовъ выражалось ихъ геометрическимъ равенствомт, ра- 
венствомъ ихъ моментовъ и равенствомъ ихъ вир1аловъ относительно 
общаго полюса. Прим$нимъ эти понятя къ системамъ опред8ленныхъ 
векторовъ. Пусть будеть В общей векторъ данной системы, т.-е. гео- 
метрическая сумма всЪхъ векторовъ системы, М — общий моментъ 
системы, Т.-е. геометрическая сумма моментовъ вс$хъ векторовъ отно- 
сительно какого-либо полюса, и 7- общий вир!алъ системы, т.-е. 
алгебраическая сумма вираловъ вефхъ векторовъ относительно того-же 
полюса '). Установимтъ, какъ основное опредЖленте, сл луюция уеловтя 
равенства или „эквивалентности“ двухъ системъ опред$лен- 
ныхЪ векторовъ. ОнЪ эквивалентны, если: 1) геометричесвки 


+) Совпаден!е полюса для моментовъ п полюса для вир?аловъ необязательно 
и дфлаетея только для удобства, 


— 9 = 


равны ихъ общ!е векторы, 2) геометрически равны ихъ обще 
моменты относительно одното и того-же полюса, 3) равны ихъ 
обиле вирталы относительно одного и того-же полюса. Помимо 
общихъ теоретическихъ соображенй, оправлане такого опредфлешя 
эквивалентности мы находимъ и въ прим$нешяхъ въ вопровамъ ме- 
ханики. 


93. Сложене двухъ паръ опредфленныхъ векторовъ. Чтобы произ- 
вести это сложене, замфтимъ сначала слЗдующие два частныхъ случая. 

Г. Дв пары съ общимъ плечомъ эквивалентны одной пар 
съ т$мъ-же плечомъ, векторы которой суть геометрическ1я 
суммы соотвётственныхъ векторовъ данныхъ паръ. Вир1алъь 
этой общей пары равенъ алгебраической сумм вираловъ 
данныхъ парт. Пусть будутъ [а,, —м,|, [@,, — и.| данныя пары и $8 
ихъ плечо. Для общей пары [п,— 0] имфемъ: 


и, и, =, 
ш, --ш, = (8 Жи,) (Жи, ) = Жш, Ри,) =8Жа=м, 
ео, = (8.и,) (3. щ,) =8. (и, щ,) =8.1==5. 


П. Дв$ пары, векторы которыхъ соотв тственно теоме- 
трически равны но плечи различны, эквивалентны одной пар 
сътВми-же векторами и съ 
плечомъ, которое равно 
геометрической сумм дан- 
ныхЪ плечъ. Вир!алы паръ 
при этомъ складываются 
алгебраически. Это видно 
изъ сл$лующихъ равенствъ: 


(в, Хи)-[-(в,Ж и) = (в,-|-з,)Жи, 
(8: Ш) -| (8, . и) = (3, -- 8.) - и. 
Первая изъ этихъ теоремъ, 
ВЪ связи со свойствами 4 иБ, 
8 91, позволяеть всямя двЪ 
пары опред ленныхъ векторовъ 
соединять въ одну нару; при- 
чемъ соблюдается условше, чтобы Фиг. 38. 
въ отдЪльности не м%Фнялась 
ни геометрическая сумма моментовъ паръ, ни алгебраическая сумма 
ихь вираловъ. Пусть булуть А,В,, А.В, плечи (3,, 8.) данныхъ 
паръ [ш,, —1,], [щ., —1,], не лежащихъ, вообще говоря, въ одной пло- 
скости, и АВ лишя перес$ченя плоскостей данныхъ паръ. Каждая пара 
можетъ быть въ своей плоскости какъ угодно перем щаема безъ измЪ- 
нешя относительнаго положешя нлеча и векторовъ пары; позтому плечи 


68 — 


обфихъ паръ можно привести на прямую АБ. КромЪ того можно плечи 
сдЪлать равными, взявъ для ихъ общей длины з на этой прямой про- 
извольный отрзокъ АВ и изм$нивъ соотвЪтетвеннымъ образомъ век- 
торы паръ, чтобы сохранились ихъ моменты и виралы. Посл этого 
геометрическое сложене измЪненныхъ векторовъ на каждомъ изъ кон- 
цовъ этого плеча дасть новую пару, эквивалентную двумъ даннымъ. 
Моментъ и виралъ ея будуть: 


ш—8Ж (и, -|- и») =(8Жи,)--(8Жи,)= (8, Ха, (в, Жа,) =ш,--ш,, 
е— 8. (и, Ри, = (3.0) -Р (3.1, = (8, -щ,) + (3, -и,) = -Н%,, 


т.-с. удовлетворяютъ основнымъ требовавямъ эквивалентности. 

94. Приведене системы опредфленныхъ векторовъ къ общему век- 
тору, къ общему моменту и кь общему виргалу. Дана система опред$лен- 
ныхъ векторовъ (г, и,), (г, и,), ... (Ги, а»). Сд$лаемъ параллельный 
переносъ всфхъ векторовъ къ произвольно выбранному общему на- 
чалу С(гс). Лля переноса каждаго вектора и» мы должны ввести два, 


вектора, й»’ =, и и’ ==— 0, съ началомъ въ точкЪ (С. Данная си- 
стема эквивалентна систем векторовъ (и,’, п,, ... @») съ началомъ 
въ точкЬ С и систем паръ: [щ, —щ,”], [м — м]... [Мь. — м, |, 
плечами которыхъ служатъ векторы: (г, — гс), (к, — Ее), ... (Ри — о). 


Векторы съ общимъ началомъ могутъ быть сложены геометрически въ 
общий векторъ: 


Выо а... Ни =а Ра, ... 6; (199) 


всЪ пары могутъ быть сложены въ общую пару, моментъ которой, 
общ1й моментъ всей системы относительно центра приве- 
денля С: 


М. = [(, +. Г.) х м, Ее, Е = Го) х ц,] | и | [(г» Ге) х ин] 
= (г, х п, ) -- (г. х Е > -- С» Ж и») та [ге Х (и, Ро, -- сы —6»)] 
—=М— (ЖЕ), (200) 
РдЪ 
М= (г, Жи,) (г, Жо)... -- @» Ж а») (201) 


есть общ1й моментъ системы относительно полюса 0; вираль 
общей пары (200), общий виралъ системы относительно центра 
приведентя (С: 


Т.И, — о) .щ,]--[(е, — го). о, -*- -Н К, — го + ин] 
== (г, -в,)-Н (т, -и,) —... - (г.п) БЕ [ее (и, -|- м, -- м = и»)] 
и: (209) 
тдЪ 


У (т, и.) -{[- (г, -и,) -..- Ра. 6»), (203) 


есть обшлй вир1алъ системы относительно полюса 0. 


—= 39 /—= 


Наиболфе простое приведене получается въ томъ случа, когда, 
за центръ приведешя будетъ принятъ полюсь; тогда, 


М. —=М, ое 


95. Вляне положеня центра приведеня на результатъь приведен. 
Обпий векторъ системы остаетея очевидно себЪ геометрически равнымъ 
при всякихъ центрахъ приведеня. Обиие моментъ и виралъ, вообще 
говоря, отъ него зависятъ, какъ показываютъ формулы (200) и (202). 
Общий моментъ не изм няетея только тогда, котла г. ЖВ==0; это 
можеть быть въ двухъ случаяхъ: или если обпий векторъ равенъ 
нулю или если векторы г и В параллельны, т.-е. если центръ приве- 
ден!я находится на прямой, проходящей черезъ полюсъ и параллельной 
вектору В. Обиай виралъь не измфняется, если г..В —==0, т.-е. или 
если обшлй векторъ равенъ нулю или если центръ приведеня лежитъ 
въ плоскости, проходящей черезъ полюсъ и перпендикулярной къ общему 
вектору. 


96. Нулевая плоскость виргаловъ. Центръ системы опредБленныхъ 
векторовъ. Изъ теори приведен1я передвижныхъ векторовъ мы знаемъ, 
что въ общемъ случа не существуетъ такого центра приведев1я, при 
которомъ бы обний моментъ системы уничтожался, такъ какъ въ этомъ 
приведеши существуеть инваранть В.М. Обиий моментъ можетъ быть 
уничтоженъ только въ томъ случа, если этотъ инварлантъ равенъ нулю; 
въ общемъ же случаЪ можно достигнуть только того, чтобы общй мо- 
ментъ получалъ наименьшее значеше М, = Мсоз(В, М); для этого нужно 
пентръ приведещя взять гд%-нибудь на оси винта системы (88 72 и 73). 

Для системы опред$ленныхъ векторовъ относительно моментовъ 
остается то-же заключене, но по отношенйо къ вираламъ можно под- 
холящимъ выборомъ центра приведен1я достигнуть того, чтобы общий 
вирэлъ системы быль равенъ нулю. Для этого, сдвлавъ сначала при- 
ведеше (В, М., 7.) къ какому-нибудь центру, можно воспользоваться 
формулою (202) и написать услове; 


У— (х..В)=0. (204) 


Здесь В извЪстный векторъ, У извЪетный скаляръ, и мы имфемъ ура- 
внене для вектора ге, опредфляющаго центръ приведешя. Это векто- 
р1альное уравнеше не даетъ для вектора г, опред леннаго рёшеня, а 
опредЪляетъ собою только плоскость, въ которой лежить конецъ этого 
вектора. ДЪйствительно, написавъ уравнене (204) въ видЪ: 


У —.Всов(те, В) =0 (205) 
находимъ: 
7.608 (Ге, В) = ы - { (206) 


и) — 


а это показываетт, что конецъ вектора г, т.-е. новый центръ приве- 
дентя, можетъ быть взять гдЪ угодно въ плоскости, перпендикулярной 
кЪ В и отстоящей отъ полюса на разстояще У/В. 

Чтобы найти ту точку этой плоскости, для которой обший момент 
получаеть свое наименьшее значене, обратимся къ формулЪ (200), при- 
нявъ во внимане, что для этой точки М. и В параллельны (8 72), 
такъ-что В ЖМ.=0. Нри этомъ предположени, умножая 06% части 
равенства (200) векторлально на В, находимъ; 


(В ХМ) —ВХ (ЖЕ) —0, 
(В ХМ) — Ее. | (В.гоВ = 0; 


отсюда, принявъ во внимане формулу (204), получаемъ: 
г. = (В ЖМ)-- УВ]. (207) 


Плоскость, удовлетворяющая условйо (204) или (206), называется 
нулевою плоскостью вир1аловъ. Точка (207) называется центромъ 
системы опредзленныхъ векторовъ или также Гамильтоновымъ 
центромъ. 

Нулевая плоскость удаляется въ безконечность, если В =0, т.-е. 
если система векторовъ приводится къ парЪ. Въ дЪйствительноети тогда 
уничтожене общаго вир!ала невозможно, и формула (202) показываетъ, 
что обийй виралъ (виралъ пары) тогда одинаковъ при всякомъ центр 
приведенля. Мы знаемъ, что въ этомъ случаЪ и обиий моментъ системы 
не зависитъ отъ центра приведешя (8 74). 

Если инваранть В.М ==0, то при приведеши системы къ Гамиль- 
тонову центру и обий виралъ и обпай моментъ исчезаютъ, и вся 
система приводится къ одному опредЪленному вектору В имфющему 
начало въ этомъ центр». 

замЪтимъ еще слфдующее свойство нулевой плоскости вир1аловъ: 
вир1алъ системы при какомъ-нибудь центр приведения ра- 
венъ произведен!1ю общаго вектора на разстоянте центра при- 
веден1я отъ нулевой плоскости. 


97. Приведене системы параллельныхъь опредфленныхъ векторовъ къ 
одному общему вектору. Въ 8 75 этотъ вопросъ рфшенъ для системы 
передвижныхь векторовъ: въ этому намъ придется сдЪлать только не- 
большое добавлеше. При произвольно выбранномъ полюс О мы имЗемъ 
формулы (199), (201) и (203), причемъ В представляетъ теперь нетолько 
геометрическую но и алгебраическую сумму данныхъ векторовъ. Мы 
должны найти такой центръ приведен1я О(г.), при которомъ въ фор- 
мулахъ (200) и (202) М. и У. были-бы равны нулю. По способу. ука- 
занному въ 8 75, мы опять находимъ изъ условя М. =0 формулу (156), 


но не можемъ теперь произвольно положить тамъ {=—=0. Однако-же 
услоше У. ==0 или по формул (202) услове 


УТ —(.В)=0, 


если туда подставить, подобно тому какъ въ 8 75, 


У— (ик, Кик, --... и) 1 
даетъ формулу 
[к, Рык,--... Чики) -Рщ- ... Кд 1-0, 


по которой уравнеше (156) принимаетъ видъ: Й.1=0 или 1—0. Мы 
получаемъ такимъ образомъ для г. формулу (157) и видимтъ, что для 
системы цараллельныхъ опред$ленныхъ векторовъ Гамиль- 
тоновъ центръ совпадаетъ съ центромъ этихъ векторовт, 
какъ передвижныхъ. 


98. Основныя условёя эквивалентности нулю системы опредфленныхъ 
векторовъ. Если при приведен!и къ какому-нибудь центру мы находимт, 
что обпий векторъ равенъ нулю, то это служитъ признакомъ того, что 
система эквивалентна только парЪ. Нели при этомъ оказывается, что и 
общий моментъ равенъ нулю, то это указываетъ, что оба вектора пары, 
если они не равны нулю, лежатъ на одной прямой. Если, наконецъ, 
оказывается, что и вирлалъь этой пары равенъ нулю, то это служить 
признакомъ того, что начала обоихъ векторовъ пары совнадаютъ; но 
тогда, по опредфленио 8 89, эта пара эквивалентна нулю. Поэтому за 
основныя услов1я равенства нулю системы опредЗленныхъ 
векторовъ примемъ сл дующ1я: необходимо и достаточно, 
чтобы геометрическая сумма данныхъ векторовъ, геометри- 
ческая сумма ихъ моментовъ относительно какого-либо по- 
люса и алгебраическая сумма ихъ вир!аловъ относительно 
того-же (или другого) полюса были равны нулю; или, короче, 
чтобы были равны нулю обийй векторъ, обиий моментъ и обиий ви- 
риалъ системы. Эти условя выважаются уравненями: 


В= Уще=0, 
ее УС; 
о Ш 0 


99. Другя условя эквивалентности нулю системы опредБленныхъ вен- 
торовъ. 

Т. Система эквивалентна нулю, если равны нулю: общий 
моментъ относительно какого-либо полюса и общ1е вир!алы 


относительно четырехъ полюсовъ, не лежащихъ въ одной 
ПЛОСКОСТИ, Т.-е. если 


Уежи)=0 
р ==00 „У =0, 5 0 0.005 


Цервое услове показываетъ, что векторы общей пары, которая полу- 
чается, когда полюсъ О служитъ центромъ приведевя, лежать на одной 
прямой; если принять это во внимаве, то каждое изъ остальныхъ усломй 
показываеть, что начала обоихъ векторовъ пары совпадаютьъ, т.-е. что 
эта пара эквивалентна нулю. Остается показать, что и обиий векторъ 
равенъ нулю. Означивъ черезъ а’, а’, а” полярные векторы полюсовъ 
О', О", О" относительно полюса О, имфемъ для начала всякаго век- 
тора и» условя: 


и 


т, — Гь —= а, т — г; —&. №5, а 


Поэтому изъ условй (208), вычитащемъ послБднихъ трехъ изъ перваго, 
находимъ: 


а 


а о — в. 


Это показываетъ, что общий векторъ, Уи или В, если онъ не равенъ 


нулю, перпендикуляренъ къ векторамъ а, а’, а”; но это невозможно, 
такъ какъ согласно предположеню эти векторы не лежатъ въ одной 


плоскости. Итакъ Уп =—0, и вс услошя исчезая системы векто- 
ровъ выполнены. 


П. Система эквивалентна нулю, если равны нулю обще 
моменты относительно двухъ полюсовъ и общ:е вир1алы отно- 
сительно тъхъ же полюсовъ, т.-е. если 


а А (209) 
Бои. Орк, оу: (210) 


Лйствительно, первыя изъ услошмй (209) и (210) показывають, что 
система приводится только къ одному общему вектору, безъ пары; 
далЪе, вычитащемъ находимъ: 


их оО а. 00: 


т.-е. что облий векторъ одновременно и параллеленъ и перпендикуля- 
ренъ къ вектору а’; значитъ, онъ равенъ нулю, и всЪ условя исчезаня 
системы выполнены. 


— 08: = 


ТП. Сиетема эквивалентна нулю, если равны нулю обще 
моменты относительно трехъ полюсовъ, не лежащихт на одной 
прямой, и обиуе вир1алы относительно одного изъ полюсовъ. 
ДЪйствительно, условя моментовъ показываютъ, что обийй векторъ и 
общий моментъ равны нулю ($ 79), и слЁдовательно система приводится 
въ парЪ, векторы которой лежать на одной прямой; изъ равенства же 
нулю вирала этой пары слфдлуетъ, что начала векторовъ пары совна- 
даютъ, слфдовательно система равна нулю. 


100. Различный видъ условй эквивалентности двухъ системъ опре- 
дфленныхъ векторовъ. Четыремъ случаямъ равенства, нулю системы опре- 
дфленныхъ векторовъ соотвЪтетвуютъ четыре случая эквивалентности 
двухъ различныхь системъ между собою. 

Т. ДвБ системы эквивалентны, если: 1) обще векторы геометри- 
чески равны, 2) обще моменты относительно того-же полюса геоме- 
тричееки равны, 3) обнйе виралы относительно того-же полюса, равны. 

П. Дв№ системы эквивалентны, если: 1) обийе моменты относи- 
тельно того-же полюса геометрически равны, 2) относительно четырехъ. 
полюсовъ, не лежащихъ въ одной плоскости, обиле виралы одной си- 
стемы соотв тственно равны общимъ вирфаламъ другой системы. 

Ш. ДвЪ системы эквивалентны, если относительно двухъ полюсовъ. 
1) общие моменты одной системы соотв$тственно геометрически равны 
общимъ моментамъ другой системы, 2) общие виалы тоже соотв$т- 
ственно равны. 

ГУ. ДвБ системы эквивалентны, если: 1) соотвфтетвенно равны 
геометрически обе моменты относительно трехъ полюсовъ, не лежа- 
шихъ на одной прямой и 2) равны обпие виралы относительно одного. 
ИЗЪ ПОЛЮСОВЪ. 

Первый случай уже разсематривался въ 8 92. Остальные три слу- 
чая основываются на слфдующемъ. Если въ какой-нибудь системЪ 
опредзленныхъ векторовъ направленя всЪхъ векторовъ измЪнить на 
противуположныя, сохраняя ихъ величины и начала, то общий векторъ 
и общий моменть изм№нятъ свои направленя на противуположныя, со- 
храняя первый свою величину и начало, а второй свою величину (на- 
чало роли не играетъ), обпий-же виралъ, сохраняя свое численное 
значене, изм$нить свой знакъ. Положимъ, что мы въ одной изъ двухъ. 
эквивалентныхь системъ (В, М, У) и (В, М, У’) сдЪлали такое изм%- 
нене и присоединили ее къ другой систем$; мы получаемъ тогда еи- 
стему, для которой: 


В _В=0, М М —=0, УИ 0, 


т.-е. систему, эквивалентную нулю. Выражая для нея условя равенства, 
нулю въ трехъ вилахъ, указанныхъ въ $ 99, мы и приходимъ къ ра- 
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венствамъ, которые выражаютъ влучаи П, ПТ и [ГУ настоящаго пара- 
графа. 

Можно было бы составить и друмя, болБе сложныя условя экви- 
валентности. Въ частности, задача объ эквивалентности данной системы 
опредзленному числу векторовь можетъ быть или опредзленная или 
неопред%ленная или не всегда возможная, т.-е. требующая дополни- 
тельныхъ усломй для данной системы. Эти случаи зависятъ отъ числа 
аналитическихъ неизвЪстныхъь и числа аналитическихъ уравневй, вы- 
ражающихъ условшя эквивалентности. Число поелЗднихъ, существенно 
различныхъ, въ какой бы форм ихъ ни выражать, всегда окажется 
равнымъ семи. 


Роль ортовъ въ систем опредзленныхъ векторовъ. 


101. Аналитическое приведеше при какомъ-нибудь полюсф. Чтобы 
сдЪлать это приведене, нужно только къ формуламъ (165) и (166) 
присоединить выражене общаго виртала. Для этого имЗемъ для век- 
тора ц» по формул$ (48) 


би = 2 Хь А Уп У, я 2. бт. 


Общ виралъ выражается суммою такихъ трехчленовъ, составлен- 
ныхьъ для всЪхъ данныхъ векторовъ. Такимъ образомъ результать 
приведен къ полюсу выражается слЗлующими формулами: 


В= Ва -- В Е Е.К, 
М = 2/1 М3 -- М.К, 
7-= У(иХ-уУ-27), 
ВХ. В. ПРЕ. 
М, = У(уй — У), М,= У(#ХЬ— #7), М. = У(вУ—9Х). 


102. Приведене къ Гамильтонову центру. Опредфлимъ сначала ну- 
левую плоскость вираловъ; для нея имфемъ услоше (204), т.-е. 


2 В»- уе Ву-Е 2 В, = И; (211) 


причемъ разстояе этой плоскости отъ полюса опредЪляется форму- 
лою (206), а направлеше ея опредфляется т№мъ, что она перпенди- 
кулярна къ В. Зная по уравненшнмъ (169) положенте винтовой оси, мы 
при помощи уравненя (211) и можемъ теперь опредЪлить ве три 
скаляра 2, Ус, 2‹ вектора т‚, который своимъ кондомъ опред$ляетъ 
Гамильтоновъ центръ данной системы (8 96). Для этого изъ равенетвъ 
(169) составимъ: 


М.В. — М.В, -- (В? В, — Вау В, в, В.) = 0. 


Введя сюда члены х. В,’ —л. В» и принявъ во внимаше формулу (211), 
найдемъ для же, а также аналогично и для 4% и 2. слфдующя выражен: 


ТВ -- Ву Л. — В, Ми 


с 


В? ° 
ТЫ ‚. Г — В» ДЕ 
уе = — УВ а Вх фе (219) 
оао Гра, 
а 1? 


Эти аналитичесыя формулы согласуются съ векторальною форму- 
лою (207) 

103. Приведене системы опредбленныхь векторовъ къ тремъ вза- 
имно-перпендикулярнымъ векторамъ. Разлагая каждый изъ данныхъ век- 
торовъ по направлетямъ трехъ ортовъ, мы получаемъ три системы 
параллельныхъ векторовъ (Х), (7), (7); каждая изъ нихъ можеть быть 
приведена къ одному вектору съ опред$леннымъ началомъ по фор- 
музф (157), къ которой мы пришли въ 8 97. Для системы (Х) имемъ: 


Ух Ух» 


и (913) 
Полагая 
Те = ЖАРУ] 2 Е (214) 


и полетавляя 
У хи = УХ Ру) 2) =1У хе КУ 2, 


находимъ для Г,, а также аналогично для т.’ и г.”, центровъ системъ 
(У) и (2) слВдлующия формулы: 


Пе == ха Ве = Ух, Ве = УХ, 
А У а: (215) 
АВ фо. 


Приложеня и упражнентя. 


104. Приложеня въ статикБ твердаго тёла. Все сказанное въ этой 
тлав$ объ опред$ленныхъ векторахъ находить свое главное приложене 
въ ТЪхъ вопросахъ статики твердаго тЪла, глдЪ предполагается, что 
точка приложен силы не можеть быть переносима по направлено 
дДЪйстыя силы. Не вдаваясь въ развите этихъ вопросовъ, сдфлаемь 
только обзоръ главнзйшихъ результатовъ этой тлавы въ примВнени 
къ такимъ силамъ. Такая сила опредЪзляется двумя векторами, пи ш, 
силы и ея момента, и скаляромъ о, вирлаломъ силы. 


Система силъ приводится къ равнодЪйствующей силБ В (общий 
векторъ), къ равнодЪйствующей парЪ съ моментомъ М (общАй моментъ), 
и ЕромЪ того требуеть для своего полнаго опредленя еще знаня 
общаго вирмала ТУ. Если за центръ приведеня принимается Гамильто- 
нова точка, то вирмаль силъ исчезаетъ. 

ДвЪ системы силъ эквивалентны, если при какомъ-нибудь центр 
приведен1я геометрически равны ихъ равнодЪйствуюцщия и моменты ихъ 
равнодйствующихъ паръ и если равны ихъ обще виралы. ЦШодоб- 
нымъ же образомт могутъ быть формулированы и иныя условя экви- 
валентности согласно сказанному въ 8 100, а также условя равновзая 
согласно сказанному въ 8 99. 

Система силъ съ опред$ленными точками приложения эквивалентна, 
также тремъ силамъ, взаимно перпендикулярнымь или вообще имфю- 
щимъ три заданныхъ не комилянарныхъ направленя и приложеннымъ 
въ трехъ опредфленныхъ точкахъ. 

СОтониия въ формулахъ (215) 12 суммъ играютъ важную роль въ 
учени объ астатическомъ равновЪе1и твердаго тЪла. Равенство. 
ихъ нулю является при этомъ необходимымъ и достаточнымъ усломемъ 
того, чтобы силы, приложенныя въ опредзленныхЪъ точкахъ твердаго 
т%ла и сохраняюцая постоянно свои направления и относительныя вели- 
чины, оставались въ равновз и при венкомъ положени твердаго т$ла. 


Упражнеш я. 


36. Привести систему сихь и., п.„,... и, съ опред$ленными точками прило- 
женя г, Е.,... г, къ одной равнодЪ5Йствующей съ началомъ въ данному, полюс О 
и къ тремъ парамъ, плечи которыхъ были бы геометрически равны тремь дан- 
нымъ не комплянарнымъ векторамъ а., а., а. РЪшен!е. Неренеся точку прило- 
женя каждой силы въ точку О, мы получаемъ равнодйствующую 


В — Ув 
съ началомъ въ этой точкЪ и равнодфйствующую пару, моментъ и вираль которой 
М—=Усха), Т=У.ц). 


Каждый изъ полярныхъ векторовъ точекъ приложен1я разложимт по тремъ даннымъ: 


т, =ва, -- жа, | и, а. (216) 
тогда, 
М— а, Х 0) - (> Х 0, + (в Х 0), (217) 
У=а. 0, +а,. 0, фа, .О., (218) 
тд 
0, =Уй, 0.—=Умяь 0, = Ума. (219) 


Отдфльные члены въ формулахъ (217) и (218) суть моменты и виралы паръ съ 
данными плечами, а формулы (219) опред$ляють силы этихъ паръз. 


> № = 


37. Частное прилонеше предыдущей задачи. Пусть будуть а. = 1, а. =}, а, =К 
координатные орты; тогда въ формул (216) &=#,, т,-=у,, я, =, суть ко- 
ординаты точки (кл). Еели и данныя силы разложить по ортамъ: 


п, = Хи -- УЕ, 
то мы найдемъ: 
0, = Хях + Дау -- КУлй, 
0, = Хх + 3Хуу-+ КУуй, 
0, = Хех -- Хе У-- КУгй. 


Отсюла мы видимъ, какое механическое значеше имфютъ суммы, стояпая въ 
формулахъ (215): это скаляры въ разложенш по ортамъ силь тЪхъ трехъ парт, 
которыя получаются, если въ привеленшт, раземотр$нномъ въ задачЪ 36, за плечи 
паръ принять орты. 

38. Центральная плоскость системы опредфленныхъ векторовъ. Плоскость, содер- 
жащая точки Ес’, Ес", Гс"" (8 03), называется центральною плоскостью системы 
(Мате, Мбыиз). Покажемтъ, что центръ параллельныхь опредфленныхъ векто- 
ровъ, которые получаются, если векторы какой-нибуль системы проектировать на 
какое-нибудь налтравлен!е, лежить въ этой плоскости. Пусть будетъ  ортъ залан- 
нэго направлен!я, а—полярный векторъ искомаго центра. Но аналог съ форму- 
тою (213) имфемъ: 

Уч. ве 


= (220) 


От Сюда, ПОЛОЖИВЪ 
а—ж 1 у) ак, 
находиметъ: 


Уха.)  5.Ула  (е.0Улх--е ЛУ (е.ЮУли 
ЕВЕ = 


и подобныя же выражентя для 9: и 2.; но по формуламъ (215), если еще означить: 


Е, (6. _ 


2,1 Ве. 
Е то =4,, (221) 


Па - В.= = А, В. 


находимЪъ: 
== Ас "-- Ас # + Ас и 
9: —= Ас" + Ау" + А.с", (222) 
В. = А йс' —- Не = А 2с"". 


Уравнене центральной плоскости: 
1 
т 
1 т 
о (228) 
1 | 


Чтобы видфть, что на основав и извфетныхь свойствъ опредфлителей, коорди- 


П, Сомовъ.— Векторальный анализъ. 7 


ы=( "90 == 


наты х,, у. 2: этому уравнентю удовлетворяютъ, нужно еще принять во вниман!е 
свойство выражений (221): 


5. АВЕ, К) 
АА, А, = Е.К —=1 


Полетавляя въ первой сгрокё опредфлителя (228) вместо перем$нныхъ коорди- 
нать выраженя (222) и вмфсто единицы .4» | А’ --.А», мы увидимъ, что опре- 
дфлитель разлагается на сумму оцредфлителей, у воторыхъ, въ казждомь двЪ строки 
одинаковыя. 

Другое доказательство, чисто вектортальное, см. въ глав У, упр. 42. 


РА В М 


Векторальныя уравненя и ихъ приложеня въ геометр1и. 
Обиия поняття. 


105. Поняме о вектортальныхъ уравненяхъ. Векторальнымъ уравне- 
немъ называется такое уравнен!е, которое содержитъ въ себЪ и ска- 
ляры и векторы; рёшенше векторальныхъ уравнен состоитъ въ томъ, 
чтобы опредфлять изъ нихъ неизвЪзетные или скаляры или векторы. 
Всякое векторлальное уравненше замЪняетъ собою одно или н%®сколько 
алгебраическихъ, т.-е. содержащихъ только скаляры, и всякое алгебра- 
ическое уравнеше можетъ быть, въ случаЪ надобности, написано въ 
векторлальной форм: наприм$ръ, всяьйй скаляръ можеть быть пред- 
ставленъ въ вид% геометрическаго произведен двухъ векторовъ, а 
труппа двухъ или трехъ скаляровъ можетъ быть разсматриваема какъ 
труппа скаляровъ при разложенш н%»котораго вектора по двумъ или 
тремъ даннымъ. Для пояснетя замЪтимъ напримЪръ, что всякое ана- 
литическое уравнене, связывающее Декартовы координаты х, 9, 2, мо- 
жетъ быть елВдующимъ образомъ представлено въ векторлальномъ вид: 
если г есть полярный векторъ точки (х, у, 2), то 


а (224) 


ий эти выражен1н и могутъ быть подставлены въ данное уравнене. 

Вонечно не веякое алгебраическое уравнене выгодно предста- 
влять въ векторальной форм; но есть много случаевъ, въ особенности 
въ геометрическихь вопросахъ, гдз это представляетъ преимущества, 
по своей тЪеной связи съ сущностью самаго вопроса, по своей нагляд- 
ности и по своей краткости. Прежде всего это относится къ линей- 
нымъ уравненямъ, которыми мы и будемз, главнымъ образомъ дальше 
заниматься. 

Векторы, входяпе въ векторальныя уравнешя, мы будемъ пред- 
полагать свободными. Мы можемъ этимъ ограничиться потому, что 


я* 


== 1100 = 


передвижной и опред$ленный векторы могутъ быть, какъ мы знаемъ, 
выражены помощью двухъ свободныхъ. 

Ограничимея пока уравнемями съ однимъ неизв®стнымъ век- 
торомъ. 

Уравнен!я могутъ быть или рацональнаго или трансцендентнаго. 
вида; мы будемъ разсматривать уравненя только перваго вида. Наи- 
высшее число измВренй, въ которомъ входить неизв®стный векторъ. 
мы будемъ называть порядкомъ уравневя. Уравнен1я перваго по- 
рядка будуть называться также линейными. 

Каждое рацюнальное уравнеше какого-либо порядка, состоитъ изъ 
нзоколькихъ членовъ, которые могутъ содержать неизвестный векторъ. 
въ различныхь комбинащяхъ съ другими, данными векторами и еъ. 
самимъ в0бою, а также съ различными скалярными выраженями. Въ. 
результатв такихъ ‘комбинащй можеть получиться или скаляръ или’ 
векторъ. Понятно, что вс члены уравнен1я могутъ быть или 
только скаларами или только векторами: въ противномъ случа 
мы имЪли бы равенство между векторами и скалярами, что противо- 
рзчило бы основному понятю о вектор$. 


106. Два вида линейныхь векторальныхь уравненй. Сообразно со. 
сказаннымъ выше, линейныя векторальныя уравнен1я распадаются на, 
два класса: на уравнешя скалярно-векторлальныя и на уравненя 
чисто вектор!альныя. Для краткости мы будемъ ихъ называть. 
просто скалярными и вектор1альными. 

Уравнеше будеть скалярнымъ, если каждый членъ его есть 
скаляръ, который при этомъ можетъ или содержать неизвЪстный век- 
торъ п въ первомъ измВреви или вовсе его не содержать. Таково, 
наприм$ръ, уравнен!е: 


1& ЖЪ.и-- же. пе Жо. Жа-- ж.В-Нр=0, 


гдВ а, В, е, 4, г ланные векторы, & т, и, р данные скаляры, а п 
искомый векторъ. 

Уравнен!е будетъ чисто вектор1альнымъ, если каждый членъ. 
его представляеть собою векторъ; наприм®рт: 


ди -- (а Жи) т.е) -- (а. п)ла --ЪХ (сжа) | (2 жь)-а=0. 


Понятно, что если тавыя уравненшя должны имфть геометричесяй 
семыелтъ, то они должны удовлетворять закону однородности; а для этого 
входяще туда данные элементы должны обладать соотв тетвеннымъ 
числомъ измфренш, положительнымъ, отрицательнымъ или нулевымъ, 
тавъ чтобы вс члены уравненля представляли собою элементы одинако- 
ваго измренйя. 


О 


Взаимные векторы. 


107. Векторы, взаимные тремъ даннымъ. Пусть будуть а, Ь, е три 
не комплянарныхъ вектора. Составимъ векторы 


а’ —=5®Х 9), 5 — 5@е Ха), (=ы@жъ, (255) 
гдъ 
Р=за. бое касса; (226) 


векторы а, №’, ©’ мы будемъ называть векторами, взаимными по 
отношен!ю къ векторамъ а, Ъ, е. Изъ понят!я о векторальномъ про- 
изведени слЪдуетъ, что векторы (225) соотвЪтственно пернендикулярны 
къ векторамъь фис, сиааи 6. 

Если векторы а, Ъ, © не комплянарны, то и взаимные векторы не 
комилянарны. ДЪйствительно, векторы а’ и Ъ’ перпендикулярны къ век- 
тору ©; если бы векторъ ©’ быль параллеленъ плоскости векторовъ а’ 
и №, то онъ тоже былъ-бы перпендикуляренъ къ вектору ©; но это 
невозможно, такъ какъ векторъ ©’ перпендикуляренъ къ плоскости век- 
торовъ & и №, которой векторъ ©, согласно предположению, не’ парал- 
леленъ. 

Поняте о взаимных векторахъ вытекаетъ изъ слёдующихъ раз- 
сужленй. Мы‘знаемъ, что веяюый векторъ п можеть быть разложенъ 
по тремъ даннымъ векторамъ а, №, с, не комплянарнымъ: 


Ч — жа Ри. би, е. (227) 


Скаляры и, и, из Этого разложеня могутъ быть найдены слЗлующимъ 
образомъ. Умноживъь обЪ части этого равенства геометрически на, 
Ь Же и принявъ во внимане, что 


Ъ.6 Же=0, ев. Же—=0, 
находимъ уравнеше для опредзленя в: 
п. Же= жа. Х е. 


Подобнымъ-же образомъ, умножая равенство (227) геометрически на 
с Жа и на а ХЪ, получаемъ аналогичныя формулы для и, И и.. 
Итакъ имфемъ: 


__ м.юЖе__ я __м.ежха 
О а, И 


Мы видимъ, что векторы, взаимные систем векторовъ а, Ь, с, 


== (02 —= 


вхолятъ въ выражение скаляровъ при разложен!и даннаго 
вектора по этой систем». Формула (227) принимаетъ видъ: 


п —= (и.а’)а-- (0.5) -Е (и. ее. (228) 


Веяюй векторъ можеть быть разложенъ и но векторамъ взаимной 
системы; потому-что, какъ было выше замЪчено, если векторы а, В, в 
не комплянарны, то и взаимные съ ними векторы а’, №’, ©’ не компля- 
нарны. Найдемъ скаляры этого разложения: 


Иа ии, е.. 
Можно написать по формуламъ (225): 
Ра = и Же че Ха-- ща Хх В; 


умноживъ 0бЪ части этого равенства поочередно на а, №, е и принявъ. 
во вниман1е, что скалярно-векторальныя произведеня съ двумя равными 
множителями равны нулю, находимъ: 


Вы ---АО Ю иВЕ ЛА 


такъ что 


и = (ц.а)а’ -- (и. 5)’ -- (а.с)е'. (229) 


108. Небходимыя и достаточныя условя взаимности _ двухъ троекъ 
векторовъ (а, Ъ, ©) и (а, №, с’). Формулы (225) и (226) показываютъ, 
что если эти векторы взаимны. то 


аа —1. Юр ее = 1. (230). 
8 ВЮ ас == б)орсе 0, УБеае 0, ена =" 6.00.9 4(93} 


Чтобы показать, что эти условля взаимности нетолько необходимы не 
и достаточны, предположимъ, что а, №, © не взаимны съ а, Ъ. ©, но. 


и 


что другая система, а’, 5”, с” взаимна съ предыдущими векторами; 
тогда по формул (229) можно написать: 


а — (а’.а)а”-|- (а.5)5”-| (а’. в)", 
Ъ' — (Ю'. аа” (5’.Б)Ь" <’. ве", 
в' — (в'. ада” -Р (е'. 5)" Е (©. ве”. 


А по условямъ (230) и (231) это даетъ: 
а’ — а”, "=", 6' — 6”, 


т.-е. другой взаимной системы кром той, которая удовлетворяеть. 
условямъ (230) и (231), быть не можеть. 
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Изъ симметричноети этихъ условй слёдуетъ непосредственно, что 
если система а, №', с’ взаимна относительно а, Ъ, ©, то и обратно, си- 
стема а, №, с взаимна относительно а’, №, ©. 

Формулы (46) и (47) показываютъ, что система взаимно перпен- 
дикулярныхъ ортовъ 1, 1, К сама себЪ взаимна; поэтому-то раз- 
ложеше вектора по ортамъ и проще всякаго другого. Формулы (53) 


представляютъ собою частный видъ формулъ (228) и (229). 


109. ОпредБлене скаляровъ изъ векторальныхъ уравненй. Если даны 
уравнешя скалярно-вектор!альныя (8 106), а неизв$стными являются 
скаляры, то рёшене состоитъ въ опредфлеши неизвЪстныхъ изъ си- 
стемы алгебраическихъ уравнен!й; на этомъ намъ нЪфтъ надобности оста- 
навливаться. Положимъ, что даны чисто-вектор1альныя уравненя съ 
неизв стными скалярами. Основной премъ для ихъ р$шевя состоитъ 
въ томъ, что эти уравнен1я превращалотся въ скалярныя тгеометриче- 
скимъь умножешемъ всфхъ ихъ членовъ на извфстные векторы. По 
отношеню къ одному векторлальному уравненю это у насъ уже при- 
мфнялось, а именно при опредфлени скаляровъ въ уравнении (227). 
Понятно, что вообще говоря одно чисто векторлальное уравненте, 
замЪняя собою три алгебраическихь, можетъ служить для опред%- 
лен!я трехъ неизв етныхъ скаляровъ. Если же число неизвст- 
ныхъ скаляровъ менфе трехъ, то это показываетъ, что входяпие въ 
уравнеще извстные векторы связаны между собою нЪкоторыми усло- 
мями. Если дано н%еколько чисто-векторлальныхъ уравнешй съ неиз- 
вЪстными скалярами, то число посл$днихъ въ общемъ случаВ должно 
быть въ три раза больше числа уравненй; и число неизвЪетныхъ мо- 
жетъ быть меньше только въ томъ случа, если существуютъ н®которыя 
условйя, связываюния извфстныя векторы. 

Не развивая полробнфе этихъ вопросовъ, зам$тимъ только, что 
здЪеь могуть быть весьма, полезны взаимные векторы, упрощая рёшеше, 
какъ это мы видфли уже при рёшени уравневя (227); но можно обхо- 
диться и безъ нихъ. Для примЪфра опредфлимъ 2, у, 2 изъ слфлующаго 
уравненя: 


ха -- уЪ- 2е==Т. 


Возьмемъ три произвольныхъ не комплянарныхъ вектора 4, г, 8 и умно- 
жимъ поочередно на нихъ 06$ части уравнен]я; это и даетъ три скаляр- 
ныхъ уравнешя для опред$лешя неизвфетныхъ х, 9, 2: 


2%. 9-- УЪ-4 - 26-9 =р-9, 
ха.г—- 9Ъ-г-|- 26-г = р-г, 
ха. -|- 6-5 -[ 26-8 =р-5. 


= Те 


Скалярно-векторальныя уравнешя первахо порядка еъ однимь 
неизвзетныхь векторомъ. 


110. Приведенте скалярно-векторгальнаго уравненя къ простБишему виду. 
Всякое скалярно-векторальное уравнете перваго порядка еъ неизв ет- 
нымъ векторомъ и можетъ быть приведено къ виду: 


8.1=0. (232) 


Для этого замфтимъ, что всявй членъ такого уравненя есть или изнЪет- 
ный скаляръ или геометрическое произвехене извфстнаго вектора на 
неизвЪетный или скалярно-вектортальное произведеше трехъ векторовъ, 
изъ которыхъ одинъ неизвстный, или скалярное произведеше болфе 
сложное, которое можеть быть приведено къ предыдущимъ. Принимая 
во внимаше, что скалярно-векторальное произведете трехъ векторовъ 
всегла можетъ быть преобразовано такъ, чтобы неизвЪфетный некторъ 
входилъь въ видЪ геометрическаго (а не векторальнато) множителя 
($ 46), мы можемъ во всВхъ членахъ уравненюя взять неизвфетный 
векторъ за скобки геометрическимь множителемъ. Перенеся послЪ 
этого вс извфстные члены въ другую часть уравнешя, мы и приведемъ 
его къ виду (232). Покажемъ это на слфдующемъ прим рф: 


(та. п)-- (5-е). (а --ё- ©. --&-в Хх -НЫфх 5)-@ Х в. 


ЭДВСБ 


(® + е).(а- и) =(-в).а--Ф- о. 
5. Жи== ЖИ. и 
(ха). Ха)А=Ффх9Хг- в; 


поэтому получаемъ: 


та. п (6 --е).п Е ЖВ-ц-- (р Жа) Жг.п= — --в).4—#&— е.4, 
[па Е Ъе--(& ЖВ)-(р жа ЖЕ. а = — (-Ее).4 — &—е. 


что соотв$тствуетъ виду (232). 
Уравнеше (232) можно еще упростить, разд$ливъ об его части 
на скаляръ 4 и положивъ 


1 р 
—8—5; 933 
- (233) 
тогда оно принимаетъ видъ: 
8.0 =1 (234) 


Преимущественно въ такомъ видф мы и будемъ имъ пользоватьея въ 
приложешяхь къ геометр!и (8 121 и сл8л.). 


—=100) — 


111. Геометрическое значене скалярно-векторальнаго уравненя. Это 
уравнеше, приведенное къ виду (232), можно такъ написать: 


%#с08(8, п) = - =. (235) 
Будемъ вс векторы и, удовлетворяюние этому условию, проводить изъ 
полюса 0; проведя въ разстояши р отъ этой точки плоскость, перпен- 
дикулярную къ вектору 8, съ той стороны 
отъ точки О, куда этотъ векторъ направленъ, 
мы видимъ, что концы вехъ векторовъ п, 
удовлетворяющихъ данному уравненшо, нахо- 
дятея въ этой плоскости. Итакъ, скалярно- 
вектор1альное уравненле перваго по- 
рядка опредфляетъь собою плоскость. 
Оно можетъ быть разематриваемо кахъ „ура- 
внеще плоскости“. И дЪйствительно, не трудно 
замътить, что оно предетавляетъ собою векто- 
рИальную форму уравнешя плоскости, написан- Фиг. 89. 
нато въ Декартовыхъ координатахъ: 


Ах -- Ву Сё— р=0, 


если только разематривать 2, у, 2 какъ скачяры въ разложени по ор- 
тамъ вектора и, а А, В, С какъ скаляры въ разложени по тёмъ же 
ортамъ вектора, в. 


112. Опредфлеше вектора изъ трехъ скалярныхъ Ууравненй. Изъ пре- 
дыдущаго мы видимъ, что одно скалярное уравнен1ееще вектора не 
опред ляетъ: для его опред лен1я необходимо имЪть три ска- 
лярныхъ уравнен! я; тогда векторъ опредЪляется тёмъ, что его конецъ 
лежитъ въ точкЪ пересфчешя трехъ плоскостей. Сдфлаемъ теперь это 
опредфлетше; для этого приведемъ прежде всего три данныхъ уравнен!я 
къ виду: 

а.-0—0, №.0=0,, 6-1=4.. (236) 


Пусть булуть а, №, © векторы, взаимные съ векторами а, Ъ, ©; они 
могутъ быть найдены по формуламъ (225) и (226). Посл этого фор- 
мула (229) дает: 


и = (а. па, | (5. в)ь' | (в. пе’ (237) 
или по уравнешямъ (236): 
п —=0:8 -- 9.0 -- 9.6. (238) 


Понятно, что это р5шене возможно только тогда, когда векторы а, В, с 


= 115 == 


не комплянарны, т.-е. когда плоскости, опред ляемыя данными уравне- 
шями, пересекаются не по параллельнымъ прямымъ. 

Р»шене получаетъ болфе простой видъ, если уравнешя заданы 
въ формЪ (234): 


аи — № фи =1,, 6.0 = 
тогда 
и=а В Ы-Е с. (239) 


13. Другой способъ рышеня трехъ скалярныхъ уравненй. Уравненшя 
(236) можно ршить, и не вводя понямя о взаимныхъ векторахъ. (0- 
единяя второе и трете, а потомъ трете и первое изъ данныхъ уравне- 
ви, можно составить слфлуюния уеловя: 


(4. — 930). и=0, (4.а— 4,6).ц=0; 


откуда видно, что векторъ п перпендикуляренъ къ векторамъ 9,6—9.6 
и 9.а —0:6. а сл$довательно параллеленъ вектор1альному произведеню 
посл$днихъ, т.-е. й 


Ц == (9,6 — 4:0) Х (48а — 4,6). 


Коэффишенть и можно опредЪлить по одному изъ трехъ данныхъ 
уравненй, напримфръ по первому: 


и 4: 
2. (426 — 4-0) Х (@# — 9.6)’ 


и мы находимъ окончательно 


__ 94(96 — 930) Х (@за — 0.) (240) 


Ц — с 
а.(0.е — 03№) Х (4:а — 9,6) 


Упражененте. 
39. Показать тождество выражен! (238) и (240). 


114. Случаи неопредфленности ршеня скалярныхъ уравненй. Уравне- 
ня (236) не даютъ для п опредЪленнато р»шеня, когда векторы а, 
Ъ, с комплянарны; а именно, такЪ какъ эти векторы перпендикулярны 
къ соотвфтственнымъ плоскостямъ, то теперь лини пересфчешя трехъ 
плоскостей между собою параллельны и Точка ихъ пересфчетя нахо- 
дится въ безконечности. И дйствительно, формула (238) даетъ теперь 
для п безконечность, такъ какъ въ формулахъ (225) теперь Р==0 ($ 46). 

Если всЪ три плоскости (236) пересекаются по одной прямой, то 
для и получается неопредфленное рёшене; потому что всяый векторъ, 
имВющ своимъ концомъ точку на лини пересфчетя плоскостей, удо- 
влетворяетъ даннымъ уравнешямъ. 
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Условя, которымъ должны удовлетворять уравненя (236) для 
того, чтобы опредфляемыя ими плоскости пересекались по параллель- 
нымъ или по одной прямой, будутъ раземотр$ны ниже (упр. 46 и 47). 

Два скалярно-векторальныхъ уравнешя не даютъ для и опред%- 
леннаго рзшен1я: конецъ этого вектора можетъ лежать гдЪ угодно на 
хинши перес$ченя плоскостей, опрелЪляемыхъ каждымъ изъ уравненй 
въ отдфльноети. Поэтому можно сказать, что два скалярно-векто- 
рральныхъ уравнен1я опредфляютъ прямую лин!ю. Этотъ во- 
просъ тЪено связанъ съ вопросомъ о координатахъ прямой лиши и бу- 
деть разсмотрфнъ ниже подробн%е (88 123—125). 


Чието-вектортальныя уравнен!я перваго порядка еъ однимъ 
неизвфетнымь вектороиъ. 


115. Приведене ихъ къ нормальному виду. Всякое чисто-векторлальное 
уравнене перваго порядка можеть бытъ приведено къ виду: 


(а. п) А -- (5.п)В -| (с.0)С =Ъ, (241) 


гдЪ А, В, С, Ф, а, В, с извЪстные векторы. Чтобы это показать, раз- 
беремъ, кавые члены можетъ вообще содержать векторальное уравнене 
перваго порядка. 1) Неизвестный векторъ й можетъ стоять непосред- 
ственно, умноженный на нкоторый скаляръ (пи); 2) и можеть входить 
въ геометрическомъ произведеши съ другимъ, извфстнымъ векторомъ, 
причемъ это геометрическое произведеше. будучи скаляромъ, должно 
служить множителемь при нфкоторомъ извфстномъ векторЪ [(=.и)р]; 
3) ц можетъ входить множителемъ нфкотораго векторальнаго произве- 
дешя (Жи); 4) и можетъ входить множителемъ н%котораго боле 
сложнаго произведешя, напримфръ: ах (Жи), ажшх Хо), 
(&.0 Жид; 5) наконецъь въ уравнении мотутъ стоять извфетные векто- 
ральные члены, которые могуть быть сложены въ одну геометрическую 
сумму 0. Если принять во внимаше, что векторальныя произведеня 
тройныя и высшихъ порядковъ приводятся къ простымъ произведетямъ 
вида В Жи или (2.п)р, то можно принять за самый обний видъ век- 
торальнато уравнешя слфдуюций: 


ли -- (5. ш)р-- Жи) =. (243) 


Зд\Ъсь во второмъ и третьемъ членахъ можно было бы поставить еще 
скалярные множители; но ихъ можно считать включенными въ выра- 
женя изнфетныхъ векторовъ. Выберемъ три пооизвольныхЪ не компля- 
нарныхъ воктора а, №, е, которые въ частности могутъ быть и ортами, 


0 — 


и пусть будуть а’, №, с векторы, имъ взаимные. По формулЪ (229) 
можно написать: 


пм — (а. ва, —- и. же. п); (243) 
В Хи—=Вх [(а.ща -- Ф.шь' -- (©. ц)с'] = 
—(а.и)(® Жа)-| (Ъ. п) ЖЪ’)- (с. и) Ж с). (244) 


Разлагая векторъ & по векторамъ а, №, с, напишемъ: 


& —9:а -- 9.Ъ р 936, 
5.0 — 9, (&. Ш) 9. (5. и) 9. (в. п), 
(5. ир=9.(а. пр + 9.(®. пр | 9. (в. пр. (245) 


Складывая выраженя (243), (244) и (245), мы и приводимъ уравне- 
не (242) къ виду (241), причемъ 


А = за Гор Жа). 
В= 5 Нур Е хЪ), 
С— ие ур @Ж с) 


116. Ршеше вектортальнаго уравненя. Пусть будутъ А’, В', С’ век- 
торы, взаимные съ векторами А, В, С. Умножимъ геометрически уравне- 
не (241) поочередно на А’, В', С’и примемъ во внимаше свойства 
взаимности (230) и (231); мы получимъ тогда 


а.п—).А', Ь.п—=).В’, е.п=)0.0С' (246) 
но по формулВ (229) 
и —= (а. п)а -- ф.шьУ-(с.ще, 


куда и можно подставить выражения (246). Это и даетъ рьшеше пред- 
ложеннаго уравненя: 


п—(0.А’а’ РФ. В’). бе. (247) 


Мы видимъ, что вообще говоря однимъ векторальнымъ уравне- 
н1емъ свободный векторъ вполн% опредляется. 

117. Случай неопредфленности рёшеня векторальнаго уравненя. Есть 
одинъ простой но очень важный случай, котда чисто векторальное 
уравнене не даетъ вполнЪ опредЪленнаго р шея; это относится къ 
уравнен1ю 

и Ха— В. (248) 


Эдфеь можно Ц разематривать какъ полярный векторъ начала вектора 
а, а Б какъ моментъ послдняго. Мы знаемъ, что при передвигави 
вектора вдоль самого себя его моментъ не изм няется; такъ-что при 
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постоянныхъ а и В векторъ ц можеть имфть различныя геометрическая 
значешя. И дфйствительно, мы уже знаемъ ($ 43), что векторлальное 
произведеше не измЪнится. если къ одному изъ его множителей при- 
бавить геометрически векторъ, параллельный другому множителю; по- 
этому, если п удовлетворнетъ уравненю (248), то ему удовлетворяеть 


и такое рёшевше: 
и = -|- а (249) 


при какомъ угодно значеши я. Изъ возможныхь ршевй опред$лимъ. 
то рёшене ц,, которое перпендикулярно къ а. Мы имЪемъ: 


и, Ха=Ъ, 
ах (и, ха) =а’а, — (а. па =а Хх Ъ; 


а& такъ какъ а.0, —=0, то отсюда 
1 
Ц, — паз (& я Ъ). 
Общее рзшене уравненя (248) по формулЪ (249) будетъ: 


и=@жь)-Еив. (250) 

118. Прилонене предыдущаго къ вопросу о передвижномъь и объ 
опредфленномъ векторахъ. Мы знаемъ, что передвижной вевторъ 
опред лнется его теометрическимъ значещемъ и и его моментомъ шт, 
причемь полярный векторъ г его начала остается невполнз опредЪ- 
леннымъ велфдстые возможности передвигать начало по прямой вектора. 
Пусть даны ц и 1; требуется опредфлить г. Для этого нужно рёшить 


уравнен!е: 
тЖи=ш; 


приложимъ формулу (250), перемВнивъ тамъ Ч нат, а на ци Ь на шт: 


1 (их ш) ия. (251) 


тр 
% 


Опредзленный векторъ задается тремя элементами: п, ши 
вираломъ у. Найдемъ полярный векторъ г его начала. Для этого 
нужно только опредзлить коэффишенть х въ формул (251), пользуясь 
выражевщемъ вирала: о==т.п. Умножая теометрически на п об 
части равенства (251) и принимая во внимане, что пжш.п==0, 
находимъ: 


2 
й — т 
и поэтому 
Г - [@ Жш) | ^|. (252) 


и 


+0 — 


Скалярныя и векторальныя уравненя перваго порядка 
еъ нфеколькими неизвестными векторами. 


119. Скалярныя уравненя съ н5сколькими неизвфетными векторами. 
Члены такого уравнен!я могутъ содержать или отдЪльные неизвЪетные 
векторы или несколько неизв стныхъ векторовъ вм%ст$; въ послзднемъ 
случа эти векторы могутъ входить только въ вид% геометричесвихъ 
слатаемыхъ, а тогда каждый такой членъ можетъ быть разбить на 
сумму нЪеколькихъ членовъ, изъ которыхъ каждый содержитъ только 
одинъ неизветный векторъ. Поэтому скалярное уравнеше перваго по- 
рядка съ н®еколькими неизвестными векторами и, у, м, ... всегда мо- 
жетъ быть приведено къ слёлующему виду: 


аи Б.у-ре.м--... = 0. 


Изъ еоображенй, приведенныхъ въ $ 12, видно, что для опред лен- 
ности рЁшенйя системы такихъ уравневй число ихъ должно быть 
втрое больше числа неизвЪстныхъ, причемъ каждый изъ неизвЪстныхъ 
векторовъ долженъ входить по крайней мЪрф въ три уравневшя. Сио- 
собы р$шевя могутъ быть различны; не вдаваясь въ ихъ изучеше, 
покажемъ только для примфра рфшеше шести уравнешй съ двумя 
неизв стными векторами: 


а. п-- В. У=оа,. 
а, . п -- В, -У=4,, (253) 


а, . п --Ъ, 


Отраничимея общимъ предположешемъ, что вс уравнешя полныя. т.-е. 
что они всЪ содержатъ оба неизвЪфстныхъ вектора. Шервыя три ура- 
внешя напишемъ въ такомъ- вид: 


и. 


Оо 
В, .У—=4, — а, . 1, 
[ое -== 0 


и прим$нимъ къ нимъ общую форму ртенйн трехъ скалярныхъ ура- 
вненй (238). Если №, 5,, №. векторы, взаимные съ Ъ,, Ъ,, №., то 
получаемт: 


м: (4, —а.. цв," а В. и), На (— а. п). (254) 


Подставляя это р$ёшене въ послёдёя три уравненя (253), мы полу- 


= ПИЛ =—= 


чаемъ три скалярныхъ уравнешя для опредфлешя 1. Раземотримъ 
первое изъ нихъ: 1 


а, . В 2 ©. — а, п, В, == (9. 5. а, „щЬ,. №, 50% — а, п)Ъ., ъ, = 9. 
оно приводитен къ виду 


8.0 — 4, (255) 
гл 
воре ЗБдаремВ Бднр (и ра 
= 9. (В, . Ъ,) а 9.(Ф, . Ъ,) к 93. 5 Ъ, ). 


Остальныя два уравненля преобразовываются такимъ же образомъ, а 
потомъ къ тремъ уравненямъ вида (255) можно примфнить формулу 
(238). Зная и, мы найдемъ по формул? (254) и векторъ у. 

120. Чисто-векторальныя уравненя перваго порядка съ нёсколькими 
неизафетными векторами. То, что сказано въ началЪ 8 И9 о скалярныхъ 
уравнешяхъ, относится и къ векторальнымъ. Вектортальное уравнеше 
можетъ быть приведено къ такому виду, что каждый членъ его будетъ 
содержать только одинъ изъ неизвстныхъ векторовъ; послф этого по 
способу, указанному въ $ 15, оно можеть быть приведено къ сл%хую- 
щему нормальному виду: 


(а. п)А; + Ф-ш)в,-- (©.096, 
—|- (а. У)А-|- (®.У)В.-|- (©.У)б, 
еые зб. Е 


Для опредфленности рфшешя системы такихъ уравнешй число ихъ 
должно быть равно числу неизвЪетныхъ векторовъ ($ 116), если исклю- 
чить особые случаи, подобные тому, который раземотр$нъ въ 8 17. 

Для примфра рЪшимъ два уранненйя съ двумя неизв$стными век- 
торами: 


(а.п)А.-— (.п)В.-- (с.1)6,-(а,%0.-- (®.у) Е (с.У=@,, (256) 
(а. мА, (Ъ,ч)В,-|- (©.0)С,-+ (&.\)0,-- Фу№.-| (с.У)Е,=6,. (257) 


Пусть будуть 0’, Е’, Ё,’ векторы, взаимные съ векторами 0, ®, Е,. 
Умножая ва нихъ геометрически послЪдовательно уравнеше (256) и 
принимая во внимане свойства взаимности, находимъ: 


а.у—=@,.0,'/— (&.0)(А, ,О,’) — (Ъ.1)(В,.0,') — (е.)(С, .0’), 
Ъ.у—=@,.Е,’— (&,0)(А,.В,’) — (.«)(В,.В,') — (©.0)(С,.В,’, 
в.У— 6... И, —= (а.п)(А, .Р,) а (Ъ (В, ,) За (с С, .Е,). 


Изъ этихъ трехъ скалярныхъ уравнешй можно опредфлить векторъ у; 
а подставивъ его въ уравнеше (257), мы получимъ для опредфленя 
вектора и векторлальное уравнеше, которое приводится къ нормальному 
виду способомъ, указаннымъ въ 8 15. 


ИИ 


Приложене векторлальныхь уравненй къ р шеню н$фкоторыхъ 
вопроеовъ геометр?и и упражненя. 


121. Уравнене точки. Если въ уравнени 
т — 1" (258) 


$ данный векторъ, а г полярный перемЁнный векторъ, то это уравнеше, 
какъ мы вилфли (8 1), опредЪляетъ собою плоскость, перпендикуляр- 
ную къ вектору $ и отстоящую отъ полюса на разстоявщи 1/5. Будемъ 
въ этомь уравнени, наоборотъ, х считаль постояннымъ, а $ перем н- 
нымъ; тогда это уравнете можно назвать уравнен1емъ точки. Эта 
точка является при этомъ общею точкою перес$ченя плоскостей (258), 
соотвЪтствующихъ различныхъ значенямъ векторальнато параметра $. 

Въ этой двоякой точкЪ зря на уравнеше (258) заключается 
геометрическая форма той двойственности въ аналитической геометрия, 
по которой то же самое уравненше | 


ав фу се =1 


можеть быть разсматриваемо и какъ уравнеше плоскости, при постоян- 
ныхь @, 6, с и перемфнныхъ координатахъ точки (х, у, 2), и какъ 
уравнене точки, при постоянныхъ 2х, у, 2 и перем нныхъ параметрахъ 
4, ©, с плоскости. Эта двойственность есть частная форма двойствен- 
нато представлен1я самаго пространства, которое можно быть раземал- 
риваемо или какъ точечное или какъ плоскостное; причемъ веякая 
фигура одного пространства преобразовывается въ фигуру другого про- 
странства и всякой теоремЪ теометрри одного пространства соотвЪт- 
ствуетъ теорема тгеометр!и другого пространства. 

122. Рёшенше нфкоторыхъ вопросовь о точкБ и о плоскости. Эти 
вопросы представлены ниже въ видЪ упражневмй; но замфтимъ, что. 
нЪфкоторые изъ нихъ будуть имёть приложене въ слфдующей главф. 


Упражненя. 


40. Составить уравнене плоскости, проходящей черезъ три данныя точки Г., г,, г. 


РЪшен1е: Пусть будеть 
Пре (259) 


искомое уравнен!е. По даннымъ условямъ: 
Вы БЕ о Е 


Отсюда остаетсн опредЪлить з и подставить въ уравнен!е (259). По формул (289) 
находимъ: 


[(е, Ж кз) и, Же) (а, Же). ЖЕ.. 
41. Рыпить ту же задачу по сноеобу $ 113. 


1113) =—= 


42. Доказать чисто векторальнымь способомъ свойство центральной 
плоскости, разсмотр$нное въ упражнении 38, въ главЪ ГУ. Рфшенте: Уравнеше 
этой плоскостЕ 


(те ке") Е (кей Ж ке) (ке’ тек ко’ ке" Ж ке", = (960) 


тдф Кс’, Ге", Кс" имфють значетя, указанныя въ 8 193. Остается показать, что 
это уравнене удовлетворяется, если вмфето перемфннаго вектора х подставить 
веклоръ а, опредфляемый формулою (220). По формулЪ (214) и ей аналогичнымь: 


__ Бой и =. я =.Е и 
И о ИО 


принимая во внимавще, чго 


Г, в а М 
р ото 


мы и виднмъ, что уравненте (260) удовлетворяется. 
43. Опред$лить уголь < между плоскостями 


ВЕ, в. 
ОтвЪтъ: Векторы »; н 5 имфють нанправлевя нормалей къ плоскостямъ; поэтому 


©03а —603(8,, 8%) =———. 


Отсюда услове параллельности двухъ плоскостей: 
81 «82 — = 5183, 
а услове перпендикулярности: 


81 «88 == 0. 


, 


44. Опредфлить разетояые р данной точки ЛЯ’) отъ плоскости (259). Р- 
шенте: Онустимъ изъ ЛГ’ перпендикухяръь М’Р на плоскость и булемъ его раз- 
смалриваль какъ векторъ р съ началомъ въ точкЪ 
АГ; тогда для конца РГ) этого вектора имфемъ: 


ге р, 
и ло уравнению плоскости 
8. -в.р==1. 
Такъь какь векторы $ и р параллельны, то 
8.В = + 90, 


гдф знакъ зависить отъ того, находятся ли точки 
А, и О по одну сторону плоскости или нЪть. 


Фиг. 40. 
Отеюда 
: у 
ееаь 1—ъ.г у 
5 
45. ОпредЪлить точку пересфчешя трехъ плоскостей: 
Бо р=Ей, Пес == Ко, {261} 


П. Сомовъ.— Вектор!альный анадизъ. 8 


— 114 — 
РЪшен!е состоить въ опредфлеши вектора х изъ этихъ уравневй. По фор- 
мулЬ (239) находимтъ: 


‚— &Хм + (хз) Ев Х (262) 
81 * 82 Ж 55 


46. Написать услове, чтобы плоскости (261) были параллельны одной пря- 
ой. Отвфтъ;: Точка, опредфляемая формулою (262), находится въ безкоиечноети; 
поэтому искомое услове: 

ВВ я. 0. (263) 


41. Написать услов1я, чтобы три плоскости пересекались по одной прямой. 
Отвзтъ. Для этого услове (268) тоже необходимо; но къ нему присоединяется 
новое, основанное на томъ, что векторъ г въ формул (262) остается теперь не- 
опред$леннымъ; поэтому и числитель въ этой формул долженъ быть равенъ нулю: 


(5 Ж в.) (58 Ж 84) -- (в Х 55) = 0. (264) 
48. Написать услове, чтобы четыре плоскости 
Бо Блоге, Кое Кио (265) 


имфли общую точку. Отв тъ: Это ‘услове сводится къ тому, что векторъ, опре- 
дфляемый формулою (262), долженъ удовлетворять четвертому изъ данныхъ ура- 
внен: 

5-5 Ж 8 — 8.84 Х 8, -- 54.8, Ж 8 — 5, «В ЖХ 8 = 0. {266) 


49. Провести плоскость черезъ данную точку (=) и черезь линшо пересез- 
чен1я двухь данныхъ нлоскостей: 


Е 1. (267) 


Р%$.шен!е: Всякая плоскость, проходящая черезъь линшо пересфченя плоскостей 
(267), опредБляется уравнешемъ; 


(51.к— 1-75. — 1) =0; (268) 
чтобы эта плоскость проходила черезъ данную точку (х”), должно быть: 
(1.к— 0-Е (8. к — 1) =0. 
Опредфляя отсюда % и подетавляя въ (268), и получаемъ требуемое уравневе: 
(В.Е! — 18. — 1) — (81. — 1) (8, — 0 =0. 


59. Нанисать уравнен1е плоскости, параллельной данной плоскости (259) и 
проходящей черезъ данную точку (х'). Рф шен1е: Всякая плоскоеть, параллельная 
данной, опредфляетсн уравненемъ: 


8 Е—=Й; 
по второму же условю 
В.Е! —Й. 


Вычитая, и находимь требуемое уравненше: 


8.(Е— и) =0. 


— Ц == 


Лучевое и осевое предетавлене о прямой линти. 


123. Лучевые и осевые элементы, опредфляющие прямую линю. Въ 
8 65 прямая лишя разсматривалась какъ передвижной векторъ, а въ 
8 66 были указаны соотвфтствующая этому координаты прямой ливи. 
Основанемъ для этихъ понят служило то представлеюе, что прямая 
лия опредфляется двумя точками. Съ этой точки зрзюя Плюкеръ 
называеть прямую „лучемъ“ (55а), а ея координаты „лучевыми“. 
Другое, равноправное съ этимь представлене о прямой ли состоитъь 
въ томъ, что она разсматривается какъ лишя перес5чеюя двухъ пло- 
скостей; въ этомъ случаЪ она называется „осью“ (Ахе), а элементы, ее 
опредЪляюлие, „осевыми“, или „аксальными“. И координаты, со- 
отвЪтетвуюнщйя этому представлению, называются „акоальными ко- 
©ординатами“. 

Между лучевымъ и осевымъ представлевлемъ прямой ливи суще- 
ствуеть тъенЪйшая связь, вытекающая изъ общаго принципа двойствен- 
ности въ геометри (8 121). Чтобы ее установить. предположимъ, что 
прямая линйя задана двумя плоскостями 


ЕТ, {269) 


и опредЪлимъ по этимъ даннымъ лучевые элементы прямой, т.-е. век- 
торъ ц и его моментъ, векторъ ш == Х 1; причемъ конечно абсолют- 
ныя величины этихъ векторовь не могутъ быть найдены, потому что 
лрямая опредЗляется передвижнымъ векторомъ произвольной длины. 
Векторъ и, лежа въ каждой изъ плоскостей (269), перпендикуляренъ 
жъ ихъ нормалямъ, направленнымъ но 8, и 8,; поэтому 


8, -п—0, 8..6 —=0. 


Этимъ опредЪляется направлеше вектора 4; величина же его можеть 
быть взята произвольною. По свойству векторлальнаго произведет, что 
оно перпендикулярно къ каждому изъ множителей, можемъ принять 


и —=8, Хз, (270) 


и это есть простьйшее выражене вектора ц по даннымъ элементамъ, 
удовлетворяющее всфмъ требуемымъ условямъ. 
Найдемъ теперь моментъ этого вектора 


ЕЙ Р И 


ЗдЪеь г полярный векторъ какой либо точки на ливи пересБчевя 
плоскостей (269). Подставляя сюда выражеюе (270), пользуясь форму- 


8* 


ИФ —= 


лою (99) для преобразованя векторально-векторальнаго произведеня 
и принимая во внимане условя (269), находимъ: 


Ш —Х (8, Жв,) = (1.8,)3, — @.8,)5,, 
Ш —=8, —8,. 


124. Осевыя координаты прямой лини. Формулы 
ПЕС Сы ВЕС ==}, (271) 


устанавливаютъ связь между двумя представленлями о прямой лини и 


ведутъ къ опред$леюю осевыхъ (акс1альныхъ)} координатъь прямой. 
Полагая 


—а--\ ЕК, 
8-Е т, К, 
в = 1-4 Е.К, 


находимъ: 


и — (жи ют, я Е (и — 1,3 -- @т,— т ЬК, 
шт — (1, ь | (т. 7); Г (и.— пэ)к. 


Скаляры этихъ выражевй 


А— ини,—пт,, ВИ и, Ут, — тЫ, (272) 
Е=1— р =т—т., Бер, == И 


и называютея осевыми координатами (Ахепсоох@табеп) прямой 
лин1и. Входяцие сюда элементы суть кооэффищенты уравневй пло- 
скостей (269), написанныхь въ Декартовыхъ прямоугольныхъ коорди> 


натахъ;: 
ету Е= 1, 
я ту пе = 1. 


Координаты (272) связаны между собою зависимостью: 
Е чь-Н =0; (273) 


а такъ какъ при опредЪленши прямой играютъ роль не абсолютныя ве- 
личины этихъ координатъ, а только ихъ отношеня: 


Е ЕС, (274) 
то, какъ и слфдовало ожидать, число независимыхъ аналитических 
элементовъ равно четыремъ, сообразно съ порядкомъ многообразя 


(8 7). 


— 117 — 


125. Связь мевду лучевыми и осевыми координатами. Лучевыя ко- 
ордиваты прямой суть скаляры въ разложении по координатнымъ ортамъ 
векторовъ ци т: 

—=2х1-- УК 
ш = а М - №. 


Еели бы играли роль абсолютныя величины этихъ векторовъ, то можно 
было бы сказать, что осевыя координаты (274) равны лучевымъ 


Х, У, 2, 1, М, М; (275) 


но такъ какъ тЪ и друпя координаты могутъ быть измняемы пропор- 
цтональнымъ образомъ, то общее соотношене между тфми и другими 


координатами состоитъь въ томъ, что онЪ соотвЪтственно пропорщо- 
нальны: 


Мы видЪфли въ 8 62, что всявя шесть чисель (275), удовлетворяющя 
зависимости 
ХЕ УМ-ИМ=0, 


при нпосредствЪ уравнешй 
Р=уй —аУ, М=,Х-—чуй, М=х7— УХ, 


гдЁ 2, у, # перемЪнныя координаты точки, опредЪляють прямую лин!ю. 
"Точно также можно теперь сказать, что всякдя шесть чисель ^, |, у, 
Ь т, © удовлетворяющая зависимости (273), при посредств8 уравненй 


= — т, =ЕЯА А, США, (276) 


тдЪ Ь т, п перемЁнные коэффищенты въ уравненм плоскости 


ш-- ту- п==1, (277) 


опредЪляють прямую линцо, ту линйю, по которой пересекаются между 
собою вс плоскости (277) при различныхъ значеняхъ коэффищентовъ [, 
т, и, удовлетворяющихъ усломямъ (276). 

126. Рёшеше н5ноторыхъ вопросовъ о прямой линм. И эти вопросы, 
кавъ въ $ 122, мы раземотримъ въ вид упражненй, замтивъ при этомъ, 
что нфкоторые изъ нихъ будутъ имфть приложене въ сл$дующей главЪ. 


Упражнения. 


51. Въ уравненшяхъ прямой (269) опредфлить векторы $, и $ по условию, 
чтобы эта прямал проходила черезъ двЪ ланныя точки (к) и (к.). РЁ шен1е: Эта 
задача обратная той, которая разсмотр$на въ 8 123, такъ какъ теперь даны 


и=Е, №, шв, Х (т, — Е.) = Е, ЖЕ, 


= 115} = 


и но условямъ (271) требуется опрел$лить 8; и 8,. Эта задача пло существу не- 
опредзленна, потому что та же прямая является пересфчетемъ безчисленнаго 
множества паръ плоскостей. По предыдущей формул и но формул$ (271) имфемъ: 
ЯЖХе=Е, — Е, 8 в =, Х г,; (278) 
отсюда, 
8 Х (г; Жт,) = — в Жы) = —1,; 
общее рфшеше этого уравневя дано въ формулВ (250): 


(гу ЖЕ х (и. — Е.) 


т (и: ЖЬ,) - (Г Ж 1) ха 


тдф я произвольный скаляръ; посл этого вторая изъ формулъ (218) даетъ: 


ы ы ь = 
$2 =84 — (Гу Ж Ко) = Хт,). а ЖЕ _ в (и — 1), Жг.). 


52. Написать уравнентя всфхь прямыхъ, проходящихъ черезъ данную 
точку (=’). Отв ть: . 


8, .(г— г) = 0, 8,.(г — т) =0 
при произвольныхъ 8; и 5. 


53. Найти точку пересфчеюя прямой (269) съ плоскостью 


В.Е —1. (279) 


Отв тъ; Задача еводится къ опредфлевю вектора е изъ трехъ скалярвыхъ ура- 
внешй (269) и (279). 

54. Написаль условя, чтобы прямая (269) лежала въ плоскости (279). РЗ- 
шенте: Это равносильно требованю, чтобы всЪ три плоскости (289) и (279) пере- 
сфкались по одной прямой. Для этого см. упражнене 47. Напишемъ условя (263) 
и (264) для даннаго случая, въ предположенш, что прямая задана векторами и 
и м. Мы имфемъ: 


Н—5Ж%, Ш=5 — 8, 
8.8; Х 8, = 0, 
(55 Ж в») + (5 Ж 8) | (&Х 81) = 0. 


Въ послфдней формул 
(ХЕХ 8) =вХ (8, —8,) =8Х ш. 
поэтому требуемыя условйя: 
8.0=0, п--(8Ж№)=0. 
55. Написать условте, чтобы дв прямыя 


в: ее, (280) 
Зе, Ве: (281) 


пересЪкались. Отв%тъ: Точка пересфчевня, если она существуетъ, принадлежить 


= 11 —= 


всфмъ четыремъ плоскостямъ; поэтому требуемое услове совпадаетъ съ усло- 
вемъ (266). Если прямыя заданы элементами (и, т) и (1', и’), такъ что 

п—=$, Ж8., ш=8 —8, №’ —8:Ж8, Ш —8 —8,, 
то услов!е (266) принимаетъ видъ: 


ци. м РЕ ш. м = 0. (282) 


56. Опредфлить разетояне # точки 7М'(=”) отъ прямой (269). РЪшенте: 
Пусть будеть „А основаше пернендикуляра, опущеннаго изъ М’ на прямую. Раз- 
сматривая этоть перпендикуляръ какъ векторъ съ началомъ въ точк% 1’, имфемъ: 


в0ОА =! + В. 
Этоть векторъ удовлетворяеть уравневямъ (269): 
в. (Е-Е В) —=1, 5. (-И) =; (283) 
прямая имфеть направлене вектора 8, Х 8, и по условпо пернендикуларностп: 
5; Хы. =0. (284) 


Три скалярныхъ уравненя (283) и (284) и опрелФляють векторъ №. Примфнимъ 
къ нимъ общую формулу (238), принявъ во внимаве, что теперь: 


Ч =1— 4-Е, Ф==1—8.", (3=0; 


вышишемъ векторы, взаимные съ 81, $ и & Х 8: 


‚№ (5, Х 8,) 7 — в Ж 82) Х & дом ба 
= Р ) о тр г = Р з 
Р=н-%Х (3, Х 85) = (в, Ж %) . (1 Х в) = ($ Х 3). 


5 


Такимъ образомъ находимъ: 


р 8 Хх (6, Ж в) — в г) | ($1 Ж 82) Ж 8,(1 — 8+’) Е 
(51 Ж 8 

—_ @& хх (5 — в) — (& ЖЖ Хх [(б.г) — (в.г)8,] 

ыы (51 Ж 52)? < 


По формул$ (99) 
(52.15 — (31-1), == Е/Х (8 Х 5); 
поэтому окончательно: 


_ &Жых [6 — =) т & Хз) ЖЕ] 
В — 5 
(51 Ж 5, в 


Если прямая лишя задана элементами и и ш, то формула (285) получаетъ ел$- 
дуюпий видъ: 
Л 
во №]. (236) 
и 


Само разстояше Й, какъ тензоръ вектора Н, можеть быть опредфлено по формул» 


#—Ун. в. (287) 


= 


57. Опредфлить кратчайшее разстояне между прямыми (280) и (281). Р%- 
шен!е: Пусть будеть № векторъ, опредфляюпий это кратчайшее разстояве и 
имфющий начало на прямой (280), А, (г.) и А.(г.) его начало и конецъ, такъ что 


И тг, | И. 


По ланнымъ уравнеямъ 
В = и — 1, (288) 
8з * (к, - В) —1, в. (к, + №) —=1. (299) 
Направленя данныхъ прямыхъ опредфляются век- 


торами 8, Ж 8% и 8 Ж8., а по условю перпенли- 
кулярности къ нимЪъ вектора № имфемт: 


ат. 8 Н==0 5: 5. В = 0: (290) 


Итакъ мы имфемъ шесть скалярныхь уравненй 
(288), (289), (290) съ двумя неизвфстными векторами г, и №. Первыя четыре изъ 
этихъ уравненй могуть послужить лля исключен1я вектора к,; это даетъ назмь 
уравнеше для В, которое, вм$етЪ съ уравненями (290), этоть векторъ и опред%- 
лить. Формула (266) представляеть результатъь исключешя вектора г изъ четы- 
рехъ уравневй (265); чтобы ее примфнить, нужно раныпе уравнетшя (289) пре- 
образовать нрим$нительно къ виду (288). Раскрывая скобки, наипшемъ: 


$8. =1 —8.№, 8..1 = 1—8, . В; 
полагая 


1 1 
1—8.В и: 1—8.@ " ” 


и получаемъ вм$сто (289): 
88 К: = 1, 8, = 1. 
ПоелЪ этого формула (266) лаетъ: 
8 98 Ж В — 5.5 ЖЖ в. в, Х № — В. 8, Х 85 =0, 
а если сюда подетавить выраженя (291), раскрыть скобки и положить 
Ве. Ва Ж В — вв. 8 Хм НВ, В Ж Во — в + Во Ж 83 = РБ, (292) 
то она приводится къ виду: 
[(54 + 81 Ж 528 — (5 № Ж выд] и = Р. 
Пользуясь формулою (107), можно написать: 


(51-5: Ж 8,85 — (51-8 Ж #3). = (8, Ж 8 + 84) 83 — (81 Ж 85 + 83), == 
(8% 82) Хх (&Ж 8}; 
поэтому имфемъ 
(5, Х в) Х (в Жз)- и =Р. (298) 


Для рЬшевя уравневшй (290) и (293) примфнимъ способъ, указанный въ $ 113. 
Изь уравнений (290), какъ условЙ перпендикулярности № къ векторамъ в, Х % и 
$3 Х 8, имфемъ: $ 


№ — (8 Х 5) Х (5 Ж 8; 


1 == 


подставляя это въ формулу (298), находимъ: 


сай р 
—_ [&Ж №) Х (& х 


и поел$ этого 


— (& Хз) Хх (% ХР 


ПП == 
'— Т, Х ь) Х & хр ° 


Отсюда по формулЪ в =. в =? найдемъ самое кратчайшее разстояте: 


а ое (294) 


И. ХХ ХР. 


58. Опредфлить кратчайшее разстояве между прямыми, воторыя заданы 
элементами (п, вы) и (и, т.). Рё шен!е: Имфемъ услов!я: 


Ию к, м.п 0 п. 0 


С) 
поэтому 
№ — (и, Жи,). 
тдЪ в нужно опредфлить. 
Составимъ выраженя: 


пм, а, м, = М.Г, Жи, и, г, Ха, = г. и, Жи, — и. и, Х а, = 
= — (и, —г,). (и, Жч.) =--№.и, Х п, = — (и, ХЖ и.)?; 


отеюза. 
я 0. що -- 0..1, 
(0, Хи, ’ 
ыы (п; -ш. а, щ,) (и, Ж чи.) 
(и, хп. ‘ 
ее ЗО (295) 


Ки, Х в, 


59. Показаль тождество выраженш (294) и (295). РЬщен!е: Для этого 
циыБемъ изъ формулы (292), принимая во внимане зависимости (271): 


(ЖЖ =и Жи, 
РЕВ. 8 Х в, — М8 Ж в, в: Ж Вр — з- Ж > = 
— — ($, — 5). (5, Ж 84) — (8; —8.).(5 Х &,) = — (и. вы и. щ.). 


ГЛАВА. УТ. 


Основантя линейчатой теометруи въ вектортальномъ 
изложении. 


Оби1я поняття о комплексахъ и о конгруэнщяхъ. 


127. Различныя системы прямыхъ линм. Мы знаемъ, что число не- 
зависимыхЪ аналитическихъ элементовъ, опредЪляющихъ прямую лин!ю, 
равно четырем». Иначе, можно сказать, что число всЪхъ прямыхъ простран- 
ства представляетъ собою многообраз!е четвертаго порядка. Если эти че- 
тыре элемента связаны однимъ услошемъ въ видЪ уравнен1я, то остаются 
только три независимыхъ элемента, и число прямыхъ, удовлетворяю- 
щихъ данному условшю, представляетъ многообраз!е уже только третьяго 
порядка. Такимъ образомъ изъ всей совокупности прямыхъ выл ляется 
нЪкоторая система, опред$ляемая поставленнымъ условемъ. Эта система, 
прямыхъ называется комплексомъ, а заданное услое уравнен1емъ` 
комплекса. Если это уравнеюше есть уравнене между координатами 
прямой (напримЗръ между Х, У, &, Г, М, №, то оно должно быть 
относительно этихъ координатъь однороднымъ, такъ какъ длина пере- 
движного вектора, опредЪляющаго своимъ положешемъ прямую, остается 
произвольною, а при измЪнен1и поел$дней всЪ координаты прямой 
измЪняются въ одномъ и Томъ же отношен1и, и это не должно вмять 
на данную зависимость. Другими словами, въ такой зависимости должны 
входить только отношен1я координатъ къ какой нибудь одной изъ нихъ. 

Эта, зависимость можетъ представляться и въ векторлальной форм$; 
но для того чтобы сказанное о числ независимыхъ элементовъ и при 
этомъ оставалось справедливымъ, необходимо, чтобы эта зависимость 
была скалярною. 

Если координаты прямой удовлетворяютъ двумъ уравнентямъ ука- 
заннаго выше вида, то остаются два независимыхъ элемента, и система 
прямыхъ образуетъ многообразе второго порядка. Такая система пря- 
мыхъ называется конгруэнц!ею. Это назваще („совпадене“) обясняется 
слЗлующимъ образомъ. Каждое изъ данныхъ условй, взятое въ отдЪль- 
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ности, опредФляетъ комилексъ, прямыя, удовлетворяющйя обоимъ усло- 
мямъ, принадлежать тому и другому комплексу одновременно, т.-е. это 
прямыя, которыя у обоихъ комплексовъ совпадаютъ. 

Если координаты прямой удовлетворяютъ тремъ однороднымъ 
уравненямъ или тремъ векторальнымъ условямъ скалярнаго вида или 
одному векторальному условю векторальнаго вида, то прямыя пред- 
ставляютъ многообразе перваго порядка или, все-равно, линейчатую 
поверхность. Это видно изъ того, что теперь только одинъ изъ не- 
зависимыхъ цараметровъ можетъ быта измфняемъ по произволу: при 
непрерывности его изм$нен1я друге параметры прямой м%няются уже 
опред$леннымъ и непрерывнымъ образомъ, если данныя зависимости 
обладаютъ свойствомъ непрерывности; при этомъ положене прямой 
мЪняется также опредфленнымъ и непрерывнымь образомъ, т.е. она 
описываетъ опредЪленную сплошную поверхность. 

Если элементы, опредзляюние прямую, удовлетворяютъ четыремъ 
скалярнымъ условямъ, то вс эти элементы получаютъ опред$ленныя, 
одно или нЪеколько значен!; такъ что число прямыхъ удовлетво- 
ряющихъ даннымъ услошямъ, будетъ конечнымъ. Для ея элементовъ 
рЪшен1я могутъ впрочемъ оказаться и мнимыми. 

128. Основныя свойства компленсовъ. Для характеристики комплекса, 
весьма, важно им$ть представлене о томъ, 1) какую систему составляютъ 
прямыя комплекса, проходянИя черезъ данную точку, и 2) его прямыя, 
лежапия въ ланной плоскоети. 

1. Прямыя комплекса, проходящая черезъ данную точку, 
образуютъ, вообще говоря, коническую поверхность. Это видно 
изъ того, что услоше, чтобы прямая проходила черезь данную точку, 
выражается двумя скалярными уравненями, которыя, вмфет$ съ дан- 
нымъ уравненшемъ комплекса, образуютъ систему трехъ уравневй для 
четырехъ перем нныхъ. 

Если уравнене между координатами прямой, опред ляющее ком- 
плекеъ, алгебраическое, то и указанная коническая поверхность опре- 
дфляется алгебраическимъ уравнешемъ. 

Вообще говоря эта поверхность существуетъь для каждой точки 
пространства; но могутъ быть такя точки, для которыхъ этотъ конусъ 
становится мнимымъ. Могутъ быть также тая точки, для которыхъ 
два изъ указанныхь выше условй д$Злаются тождеетвенными; тогда 
число прямыхъ комплекса, проходящихъ черезъ такую точку, будетъ 
предетавлять уже многообраз1е второго порядка, т.-е. эти прямыя за- 
полняють цфлое коническое пространство или даже представляютъь 
систему веевозможныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ данную точку. 

Можно и наоборотъ заключить, что если система прямыхъ такова, 
что черезъ каждую точку пространства (за исключенемъ, можетъ быть, 
нЪкоторыхъ особенныхъ точекъ) проходятъь прямыя, образующан кони- 
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ческую поверхность, то это служить признакомъ того, что всея система 
прямыхъ принадлежить нЪфкоторому комплексу. ДЪйствительно, число 
веЪхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ данную точку, представляеть 
многообраз1е второто порядка, такъ какъ положене веякой такой пря- 
мой опредФляетея двумя параметрами, наприм®ръ двумя углами; еели 
прямыя, проходяпая черезь данную точку, составляютъ многообразие 
перваго порядка, то это показываетъ, что вс прямыя пространства 
связаны еще однимъ уравненемъ, т.-е. онф принадлежать н$которому 

комплексу. 
П. Прямыя комплекса, лежащ!я въ данной плоскости, 
огибаютъ, вообще говоря, н®которую лин1ю. А именно, услове, 
чтобы прямая принадлежала данной пло- 


ве скости, выражается двумя скалярными 
— уравнен1ями (см. упражненя 54 и 57), 
: т.-е. опять изъ четырехь элементовъ, 

д ``’ опредфляющихъ прямую, остается только 
Фит. 49. одинъ независимый: при непрерывности 


его измзненя прямая въ данной пло“ 
скости совершаетъ непрерывное лвижен!е и поэтому огибаетъ нЪкоторую 
линю. Если комплексъ алгебраичесвй, то и эта лишя алгебраическая. 

Опять таки могуть быть такя плоскости, въ которыхъ совсфмъ 
не будетъь прямыхь комплекса, и тавя плоскости, въ которыхъ вс 
прямыя принадлежать комплексу. 

Еели, обратно, система прямыхъ такова, что во всякой данной 
плоскости онЪ огибаютъ нфкоторую лин, то эта система образуетъ 
комплексъ. Это вытекаетъ изъ такого же разсужлен!я, какое приведено 
выше но поводу коническихъ пучковъ. 

Наивысшее изм реше, въ которомъ входить вь цфломъ алгебраи- 
ческомъ уравнения перем$нный зекторъ или его координаты, опред$ляеть 
собою порядокъ комплекса. Комплексъ характеризуется также по- 
рядкомъ уравнешя конуса прямыхъ, проходящихъ черезъ данную точку, 
и порядкомъ и классомъ лиНи, огибаемой прямыми комплекса въ дан- 
ной плоскости. 

129. Основныя свойства конгруэншй. Объ этихъ свойствахъ можно 
составить себЪ понят1е на основанти предыдущаго. 

Г. Черезъ всякую точку пространства проходитъ конечное 
число прямыхъ, принадлежащихъ конгруэнц!и. Это общая пря- 
мыя двухъ коническихъ поверхностей, которыя принадлежать тому или 
другому изъ комплексовъ, опред хяющихъ вм%ст$ конгруэнц!ю. Конечно 
могуть быть и тавя точки, для которыхъ коничеекя поверхности 
общихъ прямыхъ не имфють или для которыхъ самых коничесвя по- 
верхности мнимыя; для этихъ точекъ нфтъ прямыхъ, принадлежащихъ 
конгруэнщи. А съ другой стороны могутъ быть тажля точки, для кото- 
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рыхъ коничесня поверхности совпадаютъ: черезъ эти точки проходить 
безчисленное мпожество прямыхъ конгруэнщи. 

П. Во всякой плоскости находится конечное число пря- 
мыхЪъ, принадлежащихъ конгруэнц!и: это прямыя, касательныя 
одновременно къ двумъ огибаемымъ лившямъ, соотвЪтетвующимь въ 
даниной плоскости тому и другому комплексу, которые вм%стЪ опредЪ- 
ляють конгруэнцю. Конечно могутъ быть нлоскости, въ которыхъ эти 
огибаемыя не имфютъ общихъ касательныхъь или въ которыхъ онЪ 
мнимыя; въ такихъ плоскостяхъ и прямыя конгруэнши будуть мнимыми. 
А сь другой стороны, могутъ быть таня плоскости, въ которыхъ обЪ 
отибаемыя совпадаютъ; въ такихъ плоскостяхъ конгруэнщя содержитъ 
безчисленнное множество прямыхъ. 

130. Примбры, поясняющие основныя свойства комплексовъ. 

Т. Система всфхъ прямыхъ, касательныхъ къ данной поверхности, 
образуетъ комплексъ. ДЪйствительно, черезъ всякую данную точку про- 
ходить коничесый пучекъ прямыхъ, принадлежащихъ этой системЪ, & 
во всякой данной плоскости прямыя огибають нЪкоторую линю,— 
линтю перес$чен1я поверхности съ плоскостью. Могутъ быть конечно 
и тавыя точки, изъ которыхъ нельзя провести касательныхъ къ данной 
поверхности, и тая плоскости, которыя съ поверхностью не перес$- 
каются. 

Для примфра составимъ уравнеше комплекса прямыхъ, касатель- 
ныхъ къ шару, нентръ котораго находится въ полюсф%, а радлусъ равенъ 
В. Полюсъ О находится въ одинаковомъ разстояши отъ всфхъ этихъ 
прямыхъ. Пуеть будеть п векторъ произвольной ллины, лежапий на 
одной изъ этихъ прямыхъ; его моментъ относительно полюса О, т ХИ, 
численно равенъ Аи. Выразимъ это скалярно-вектор!альнымъ уравнешемъ: 


Ис Кий — Ви 
или 
(гхи. а = Аа. п. 
Это уравнене содержитъ и въ двухъ измфреняхъ; поэтому оно опре- 


дЪляетъ комплексъ второго порядка. Напишемъ его въ координатахъ 
прямой; для этого имфемъ: 


гхи— 9-Е МК 
и получаемъ: 
ТР М №— ВХ У? 2). 


Лля точекъ, внфшнихь по отношеню къ шару, коничесяе пучки 
представляются круговыми конусами; для точекъ, лежащихъ на поверх- 
ности шара, они обращаются въ плоск!е, а для точекъ внутри шара 
они дфлаютея мнимыми. 


На плоскости, пересфкающей шаръ, прямыя комплекса огибаютъ 
ругъ; на касательной къ шару плоскости эта огибаемая обращается 
въ точку; а для плоскостей, не имфющихъ съ шаромъ общихъ точекъ, 
огибаемыя мнимыя. 

П. Система всЗхъ прямыхъ, пересфкающихъ данную лин, со- 
ставляеть нфкоторый комплексъ. Мнимыхъ коническихъ пучковъ у него 
нЪть, такъ какъ черезъ всякую точку пространетва можно провести 
систему прямыхъ, перес$кающихъ данную лин1ю; но для точекъ, лежа- 
щихъ на этой лини, коническе пучки превращаются въ полные про- 
странственные пучки. Во всякой плоскости прямыя комплекса образуютъ 
одинъ или н®фсколько плоскихъ пучковъ, смотря по числу точекъ пе- 
рес$чен1я ланной лини съ этой плоскостью; такъ что огибаемая состоитъ 
изъ одной или нфеколькихъ изолированныхъ точекъ. Могутъ быть ко- 
нечно и плоскости съ мнимыми пучками. 

Какъ примфръ комплекса такого рода, разсмотримъ систему пря- 
мыхъ (и, т), пересВкающихъ данную прямую (1,, то). Услоше перее%- 
ченя по формул (282): 


ии... м = 0; (296) 
въ координатахъ прямой оно принимаетъ видъ: 


х-- МУ МИХ УМ М0. (297) 


Итакъ это комплекеъ перваго порядка. Ниже будетъ подробн%Ъе изел- 
дованъ комилексъ перваго порядка общаго вида. 

Ш. Предыдуний комплексъ можно разсматривать какъ систему 
прямыхъ, касательныхъ къ трубчатой поверхности, осью которой елу- 
житъ данная лишя, а поперечное сфчене стремится къ нулю. Но не 
всявый комплексъ можетъ разсматриваться какъ система прямыхт, каса- 
тельныхъ къ нЪкоторой поверхности. Нримфромъ комплекса, для кото- 
раго это невозможно, можетъ служить система прямыхъ, равно отетоя- 
щихъ отъ двухъ данныхъ точекь 4; и А.. Пусть будетъ 2 векторь, 
имфюций своими началомъ и концомъ эти точки. Если полюсъ взять 
по срединз между ними, то онЪ опредФляются векторами г={ и 
гГ——_#: по формуламъ (286) и (287): 


[. Хх ш—@Жз)]} } п хи (ХХ | = 


их а --(Х)}. {&Хш--аха/) 


—— 


ИЛИ 


{с хи) —их@жи)]} = {и Хш-Ншхах в}, 


— 127 — 


гд$ знакъ квадрата понимается въ смысл геометрическаго произведещя. 
ДФлая приведене, находимъ: 


(их ш).[@ Хажи)] —=0, 
(и Жим). [м1 — (а. ==0, 
и?(а Х ш).1— (@а.@ Х м).а==0, 
1.0 Хш==0, (298) 


комплекеъ второго порядка. Чтобы представить себЪ совокупность пря- 
мыхъ, принадлежащихъ этому комплексу, зам тимъ, что ци м взаимно 
перпендикулярны, 3 векторъ и ЖХ ш перпендикуляренъ къ Пи кБ №. 
Услове (298) показываетъ, что векторъ п Жм или равенъ нулю или 
перпендикуляренъ къ прнмой 
А,А,. Цервое  предиоложене 
оправдывается только, если Ш—=0; 
откуда слЗдуеть, что комплексу 
принадлежать всё прямыя. про- 
ходяпия черезъ полюсъ; второе 
предположене равносильно тому, 
что векторъ жи лежитъ въ пло- 
скости, перпендикулярной къ пря- 
мой А, А.; причемъ, такъ какъ это 
векторъ евободный, то можно его 
брать въ плоскости Р, дфлящей 
разстояще 4,4, пополамъ. Этому уеловю могутъ удовлетворять только 
селфлдующ!я системы прямыхъ комплекса. Проведемъ какую нибудь пло- 
скость @, перпендикулярную къ Р, и опустимъ на нее изъ полюса 
перпендикуляръ 05; тогда видно, что комплексу принадлежать прямыя 
пучка, лежащаго въ плоскости О и имфющаго 6 своимъ центромъ. 
Ером® двухъ групиъь перечисленныхъ прямыхъ нфтъ прямыхъ, при- 
надлежащихъ комплексу. Отсюда можно видфть что нфть поверхности, 
къ которой касались бы прямыя комплекса. 

Посл$ этихъ примфровъ легко составить себЪ и прим$ры конгруэн- 
Ш, основываясь, на сказанномъ въ 8 127 и 129. На этомъ мы пока, не 
будемъ останавливаться. 


Фиг. 48. 


Злувилевоь перваго порядка. 


131. Векторгальное уравнене общаго вида, опредфляющее комплексъ 
перваго порядка. Комплексъь называется комилексомъ перваго порядка, 
если элементы (и, т), опредЪляющае прямую, удовлетворяють линей- 
ному однородному скалярно-вектор1альному уравненю. Передвижной 
векторъ опредЪляется его геометрическимъ значешемъ и и его момен- 


= = 


томъ т, который выражается линейно черезъ п, такъ какъ ш==гх п. 
Если эти элементы, Пи ш, должны входить въ уравненше комплекса 
такъ, чтобы это уравнеше было линейнымъ и притомъь скалярнымъ, 
то они должны быть геометрически (а не векторально) умножены на 
векторальные коэффишенты. А такъ какъ уравнеше должно быть кром® 
того однороднымъ (8 127), то оно не должно содержать постояннаго 
члена; поэтому самый обийй вилъ его елФдуюций: 


а. Ъ.шм = 0. (299) 


Можно себЪ представить члены и другого вида, но они могуть быть 
тогда приведены къ двумъ предыдущимъ, какъ это было уже разъяснено 
въ 8 ПО. НапримЪръ уравнеые 


а.п-|-Ъ.ш-- с. Жоа-- с.ш ХЕЬ—=0 
приводится къ виду 
2.0 -- №. щ = 0, 
гдЪ 
а—а- (ежа), 0—6 — (ЖЕ, 


Итакъ, уравнене (299) опредЪляетъ комплексъ перваго по- 
радка самаго общаго вида. 
Если веЪ векторы въ формул» (299) выражены помощью ортовъ: 


а— 41 1 ВР ОК = ЕЕ, 
п— 211717, ш=м РАМ, 


то получается слфдующее аналитическое уравнене комплекса: 


Ах-- ВУ-- 07-- РГ ЕМ-Р ЕМ=0. (300) 


132. Основныя свойства комплекса перваго порядка. РЗ шимъ отнови- 
тельно его вопросы, указанные въ 8 128. 

1. Нрямыя комплекса перваго порядка, проходящтя черезъ 
данную точку, образуютъ плосв!й пучекъ (коническую поверхность 
перваго порядка). Пусть задана точка 1т,); для прямыхъ комилекса, 
черезъь нее проходяшихъ: 


Ш —г, Жи. 
а.и--Ъ.г, Ха=0 
или 
[&-- ($ Хг,) |6 = 0. (301) 
Итакъ, если векторъ 


а-- © Ж в) (302) 


— 129 


не равенъ нулю, то вс искомыя прямыя къ нему перпендикулярны, 
т.-е. лежать въ одной плоскости. Составимъ уравнене этой плоскости; 
если его писать въ вид 


В.Г = 1, (303) 


то для опред$леня $ имфемъ услове, что этотъ векторъ, нормальный 
къ плоскости, параллеленъ вектору (302); такъ что 


5 = а-Р(®жЖь№,) |, 


гд$ я нЪкоторый скаляръ; кром% того эта плоскость содержитъ точку 
М(е,), поэтому 

Бо = (304) 
изъ (303) и (304): 


5. —к,) =0 
или окончательно уравнеше искомой плоскости: 
[а--ФХ 1,)].г=а.т.. (305) 


ИП. Прямыя комплекса перваго порядка, лежащля въ дан- 
ной плоскости, образуютъ плоск1й пучекъ (огибаютъ линлю пер- 
ваго класса). Чтобы это показать и найти центръ этого пучка, напишемь 
уравнеше комплекса (299) въ акаальныхъ элементах, поставивъ тамъ 
и—=5, Жв, ш=8, —8, (8 123): 


(а.5, Жв,) --Ъ.(5, —8,) =0. (306) 


Каждая прямая этого комплекса является линею нересфченмя двухъ 
плоскостей 
Борей, Вор, 


и комплекеъ составляется изъ всФхъ прямыхъ, которыя получатся, если 
одному изъ векторовъ 8,,8, давать всевозможныя геометрическая зна- 
чен!я и каждый разъ для другого вектора брать вс значеня, которыя 
получатся по условю (306). Зададимъ произвольную плоскость 


8. -Г=Ё (307) 


и будемь услове (306) разематривать какъ уравнеше съ неизвЪст- 
нымъ векторомъ 5,. ДФлая приведеше, можно это уравнеше такъ на- 
писать: 


и (808) 


Сравнивая это уравнеше съ уравневшемъ (258), гдЪ векторъ г счи- 


П. Сомовъ.—Векторальный анализъ. Я 


150 — 


талея посгояннымъ, а $ перем$ннымъ, мы можемъ сказать, что ура- 
внеше (308) опредЪляетъ точку 


т== Г — (ах 3,1. (309) 


Эта точка лежитъ въ плоскости (307), и черезь нее проходять всЪ 
прямыя комплекса, принахлежащая этой плоскости. 

Мы видимъ, что при посредетвЪ комплекса перваго порядка уста- 
навливаетея соотвЪтств1е между всзми точками и всеми плоскостями 
пространства: каждой точкЪ соотвётствуетъь проходящая черезъ нее 
плоскость, — плоскость пучка прямыхъ съ центромъ въ этой точк*,— а 
каждой плоскости соотвфтствуеть лежащая въ ней точка, — центръ 
пучка въ этой плоскости. Эту систему точекъ и плоскостей Меб1усь 
(МбБиз) называетъь „нулевою системою“ (Ми зузвет). 

133. Сопряженныя прямыя. Возьмемъь произвольную прямую Ь не 
принадлежащую данному комплексу, и на ней рядъ точекъ М. (х,), 
М.(г.), Ме.), ... Этамъ точкамъ при посредетв$ комплекса со- 
отвФтетвуютъ плоскости Р,, Р,, Р.,...; покажемъ, что всЪ эти плос- 
кости пересфкаются по одной и той же прямой Г. Прямую { 
можно задать векторомъ 1, М,, для котораго имЗемъ: 


Е ПА, 2 (Е ЖИ, 
По формул (305) уравнешя плоскостей Р, и Р, слфлующая: 
[| ®Жт,)|.г=а.к, [а (®Хг,)|.г—=а.т,. 
Отсюда по формуламъ (271) для прямой Г находимъ: 
ее [2 + ФЖ г) Х [а-- (ЮЖ +,)] 


(а. г.) (а.г,) ь 


п —*+®Хе) _ а Фи, 


а. г, а. г, 


Такъ какъ абсолютныя величины векторовъ роли не играютъ, то вм сто 
этихъ векторовъ можно взять имъ пропорцональные: 


и’ == [а Е (о х г;)} х [&—- х г.) | 
ш’ = (а * т, )[& Я (Ъ х г.) — (а. г, [а г (ьЖ г.) ]. (310) 


Выразимъ ихЪъ черезъ векторы а и ш: 


и’ — [ах ®Хг.)|-- [№ Ж к,) Ж а] -|- [(® Жт,) Х (®Х т,)| == 
—аж Хх и г,)]-- [®Жк,) Х х т: 


Прим нимъ здесь преобразованая (99) и (107); тогда получаем: 


и = [8. (т, — г,)№ — (&.5) (г, —к,)-- (® Ж г, г, — © Жг, .Б)г,. 


ТЕ = 


Здесь 
Е оо ее, ое ое 
такъ что 
и’ — (а.и-- 5.) — (&.Ъ)и. (311) 
Преобразуемъ формулу (310): 


= [а. (г, — г, а-ЕЪЖ [(а.г,)г, — (а.г,)к.| = 
— (а. п)а--ЪХ [ах (г, Ж г,)| = 
— (а. п)а--ЪХ (аж м), 
ш' == [(а.п)-|- (6. ш)]а — (&.Ъ)щ. (312) 


Мы получили бы тЪ же результаты, если бы на прямой { вм%ето 
точки М. взяли точку М,, такъ какъ это было бы равносильно изм%- 
неню длины векторовь въ одномъ и томъ же отношени при сохра- 
нени ихъ направленй; а при этомъ векторы и’и ш’ измФнились бы 
тоже пропорщональнымъ образомъ, потому что выражевя (311) и (312) 
линейны и однородны относительно векторовъь и и ш. Эти новые век- 
торы п’и ш’ опредЪляли бы сл$довательно ту же прямую линю Г. 
Итакъ, когда точка перем шается по прямой [ (и, т), то соотвфтетвую- 
щая ей плоскость поворачивается около прямой Г(а’, ш’). 

Можно было бы убёдиться, что и обратно, плоскости, соотвзт- 
ствующя точкамъ прямой 7, всф пересЪкаются по прямой [; такъ что 
зоотношеше между этими прямыми взаимное. Поэтому эти прямыя на- 
зываются сопряженными. 

Это соотвфтстне устанавливается при помощи даннаго ком- 
плекса перваго порядка. Всявый другой такой же комплекеь устанавли- 
ваетъ другое подобное же соотвфтетые между вс$ми прямыми про- 
странства. 

Прямая [ была взята произвольно, т.-е. она предполагалась, вообще 
говоря, не принадлежащею данному комплексу; въ этомъ случа она со 
своею сопряженною не перес$ кается. А именно, услове перес$ченля (282): 


и’. м-ро.ш’ = 0, 


по формуламъ (311) и (312), если еще принять во внимане, что а. ш==0. 
представляется такъ: 


(а.о -Ъ. шт)? —=0 


и удовлетворяется только прямыми, принадлежащими самому комплексу. 
Если же прямая { принадлежитъ комплексу, то сопряженная ей пря- 
мая Г нетолько съ нею перес®кается, но и совпадаеть; потому что 
формулы (311) и (312) даютъ тогда: 


и — — (а.6)а, ш’= — (а. Ъ)м. (313). 


9* 


А — 


Можно сказать: всяк1й комплексъ перваго порядка составляется 
изъ всфхъ совпадающихъ сопряженныхъ по отношен1ю къ 
этому комплексу прямыхъ. 

Предположимъ теперь, что пара сопряженныхъ прямыхъ, [и #, не 
принадлежить комплексу, и покажемъ, что всякая прямая, Г (@а”, ш”), 
перес$кающая дв сопряженныхъ, принадлежитъ комплексу. 
По усломю пересЖченшя: 


п’ .т ош” = 0, ц’.ш Ни’. = 0. 


Умножая первое уравнеше на (а.Ъ), складывая со вторымъ и принимая 
во внимане формулы (311) и (312), находим: 


(а.о -ЕЪ.ш)(а. п” -|--Ъ.ш”) = 0. 
Первый множитель предполагается не равнымъ нулю; поэтому 


а." В. ш” — 0; 


что и показываетъь принадлежность прямой Г’ данному комплексу. 

Основываясь на томъ же преобразован, можно сдфлать и обрат- 
ное заключен!е: если прямая принадлежить комплексу и пересЪкаетъ 
прямую, ему не принадлежащую, то она перес»каетъь и прямую, со- 
пряженную съ первою. 


134. Дламетры комплекса. Прямая 1, сопряженная съ какою-нибудь 
бевконечно-далекою прямою Г. называется д1аметромъ комплекса. 
Покажемъ, что вс д1ламетры комплекса между собою парал- 
лельны, и найдемъ ихъ общее направлеше. Плоскости, проходяпия 
черезъ безконечно-далекую прямую, между собою параллельны; въ каж- 
дой изъ этихъ плоскостей находится пучекъ прямыхъ комплекса, а 
центры всЪхъ этихъ пучковъ образуютъ линю, которая, по предыду- 
щему, и прелставляетъь прямую Ь сопряженную съ Г. Поэтому опре- 
дфлеше какого-либо дламетра комилекеа сводится къ опредзленю гео- 
метрическаго места центровъ нучковъ комплекса, лежацихъ въ систем$ 
паратлельныхъ плоскостей. Зададимъ двЪ параллельныхъ плоскости: 


1 Иа. 


Цо формул (309) центрами соотвЪтственныхь пучковъ будутъ точки: 


1 1 
6 

Ц 1 
тво р. @Ж 8); 


—— 183 —= 


а направлене прямой, соединяющей эти центры, опредфляется напра- 
вленемъ вектора 


т.-е. направлешемъ вектора Ъ. Такъ какъ это направлеше отъ А не 
зависить, то геометрическое мЪсто пентровъ пучковъ есть прямая; & 
такЪ какъ это направлене не зависить и отъ $8,. то всВ дмаметры ком- 
плекса дЪйствительно параллельны. 


135. Спешальный компленсъ перваго порядка. Въ общемъ случаЪ 
векторы а и Ъ въ уравнени комплекса (299) предполагаются незави- 
симыми другъ отъ друга. Если же а представляетъь собою моментъ 
вектора Ъ относительно полюса, такъ что 


` 


а—гжь, 


и слЪдовательно Ъ и а опредФляютъ собою нЪфкоторый передвижной 
векторъ, а этимъ и н$зкоторую прямую, то комплексъ 


а.п--Ъ.ш=0 


называется спец1альнымъ. Его уравнене выражаетъ услове пере- 
сЪчешя (282) прямыхъ (п, ш) и (Ъ,а); отсюда видно, что спещальный 
комплексъ составляется изъ всевозможныхъ прямыхъ, пересЗкающихъ 
данную прямую (Ъ, а). Услове, чтобы комплексъ быль спещальнымъ, 
можно выразить формулою 


(314) 


такъ какъ это есть усломе, чтобы векторы Б и а можно было разема- 
тривать какъ элементы, опред ляюцщие передвижной векторъ или прямую 
лин. 


136. Число прямыхъ, опредБляющихъ комплексъ перваго порядка. Ком- 
плексъ перваго порядка вполнЪ опред®ляется пятью принадлежащими 
ему прямыми. Если задано пять прямыхъ (,,ш,),... (и, ш,), то мы 
имфемъ для опредЗленя векторовъ а и Ъ пять скалярно-векторлаль- 
ныхъ уравненай: 


а. --Ъ.ш, —0, ..., а. 0, --Б.ш, ==0. (315) 


Въ общемъ случа два вектора опредфляются только изъ шести ска- 
лярно-векторальныхь уравнений (8 119); но въ данномъ случа ура- 
внен:я (315) однородны относительно неизв$стныхъ векторовъ, а по- 
этому абеолютныя величины тензоровъ этихъ векторовЪ остаются про- 
извольными и число уравненй сокращается на единицу. Для ршевя 


— 134 — 


уравнений (315) можно воспользоватьея иртемомъ, указаннымь въ 6 119. 
Опредзлимъ векторъ Ъ изъ первыхъ трехъ уравнений: 


= — [о .а)т.”-|- (и..&)ш,' -|-- (и, .а)щт.'], (316) 


тлф ш., ш,, ш, векторы, взаимные съ векторами ш,, ш,, ш., и под- 
ставимъ его выражеше въ послЗднйя два изъ уравнений (315), которыя 
тогда получаютъ видъ: 


[в, — (и. -ш,’)о, — (м, ша, — (и. ш.)0.].а = 0, 
[№5 — (щ. ща, — (щ, ща, — (м, .щ,)0,].а==0. 


Такъ какъ величина тензора вектора а роли не играетъ, то можно 
прямо нацисать: 


а— м, — (и. 1’), Е (м, и.’ НЕ (и. тз 0. ] х 
х [в, — (и. .ш,)о, — (и, що, — (0.1.6. |. 


Формула (316) даетъ поелЪ этого векторъ Ъ. 


Изелфдован1е комнлекеа перваго порядка. 


137. Приведене компленса перваго порядка къ оси. Векторы а и Ъ 
въ уравненги комплекса, вообще говоря, не параллельны другъ другу; 
если же они параллельны, то уравнене комплекса приводится къ боле 
простому виду: можно тогда положить: 


а — 75, (317) 
гдЪ р скаляръ, и написать: 


Ъ. (фиш) = 0. (818) 


Для выясненя геометрическаго смысла этого уравнен!я введемъ 
сюда ортъ №, имющИЙ направлеше вектора В, т.-е. положимъ В — 68; 
тогда уравнеше комплекса принимаетъ видъ: 


РВ.) -|- (В.ш) =0 (319) 


и обнаруживаетъь слфдующее его свойство: для всЪхъ прямыхъ та- 
кого комплекса проекцуя (В.ш) момента вектора относительно 
даннаго полюса на н$которое опредленное направлен!е Ъ 
пропорцтональна проекц!и (В.0) на то же направлен1е самаго 
вектора. 

Покажемъ, что, при известном выбор полюса, этимъ 
свойствомъ обладаетъ всявй комплексъ перваго порядка. Для 
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эФого покажемъ, что нерем$ною полюса можно уравневе комплекса 
привести къ такому виду, при которомъ выполняется услове (317). 
Если О’ новый полюсъ и г, векторъ ОО’, ши ш' новые элементы пря- 


мой, то 
и 


ш —г Жо = (и Жю)-|- (Жо). 


г 


Векторъ п отъ положеня полюса не зависить, т.-е. п’==10; поэтому 
т' Хи=г' Хо!’ = ш' есть моментъь вектора прямой относительно но- 
ваго полюса, такъ что 


ш —= (и жи)’. 
Посл этого уравнене комплекса принимаетъ видъ: 
а.п’-|- В.о Жо! --Ъ.ш' =0 
или, такъ какъ Б.то Жо’ =Ъ Жк. п,, 


[а-|- Ф Жк]. --Ь.ш' == 0. 


Векторъ г, можно выбрать по условю 
але) 25. (320) 


Это векторальное уравневе не даетъ опредфленнаго рфшевя (8 17); 
по формул (250) имфемъ 


Ри Ха) я (321) 


при произвольномъ я. Мы видимъ, что новый полюсъ можеть быть 
взятъ произвольно на прямой, параллельной вектору В и прохо- 
дящей черезъ точку 


г, => ®Жа). (322) 


Эта прямая называется осью (или главнымъ д1аметромъ) ком- 
пленса. Когда полюсъ взятъ на этой оси, уравнеше комплекса иметь 


видъ (318), причемъ 
.Ю о: 
2=“ г, (323) 


какъ это видно изъ уравненйя (320), если обЪ его части умножить гео- 
метрически на векторъ В. 
За элементы для опредфленгя оси можно принять: 


и, =Ь, шк хЬ=- (ФХХЫ =, 6Х@ЖЬ]] 
— а — 9. (324) 
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138. Геометрическое значене параметра р. Скаляръ р, опред$ляемый 
формулою (323), называется параметромъ комплекса. Онъ можеть 
быть и положительнымьъ и отрицательнымъ. Найдемъ его геометриче- 

ское значеше. Пусть будеть АВ ось ком- 
плекса; мы будемъ считать ея направлене 
положительнымъ въ сторону вектора Ъ. Озна- 
чимъ черезъ {Г какую-нибудь прямую ком- 
плекса, черезъ 8 == СЛ кратчайшее разстоя- 
Г ше между АВ и 1, черезъ $ уголъ между 
этими прямыми. Во избЪжане двойетвен- 
ности примемъь сл$дующее правило для 
отечитываня угла 9: глядя по направле- 
н1ю СО, т.-е. отъ оси комплекса къ 
данной прямой, будемъ отсчитывать 
фиг, 44. уголь ф отъ положительнаго напра- 
влен!яоси комплекса до первой встр чи 
съ прямою. Такимъ образомъ для двухъ прямыхъ [и #, параллель- 
ныхЪъ, но лежащихъ по разныя стороны отъ оси, соотвЗтствуюние имъ 
углы $ и $’ дополняютъ другъ друга до двухъ прямыхъ угловъ. 


Въ формул (319), смотря по принимаемому нами напразленю 
вектора и на прямой [, 


В.П — = #6089; (325) 


такъ каЕЪ В.ш есть проекщя момента ш на ось АВ, то это есть вмфетЪ 
съ тВмъ тензоръ момента вектора Ц относительно оси АВ, какъ это 
было выяснено въ 8 63, и онъ равенъ, соглаено съ сказаннымъ въ этомъ 
параграф: 

В. ш — — бизто, (326) 


глЪ знавкъ опать зависить отъ выбираемаго нами на прямой 1 напра- 
влешя вектора и. Подставляя выражения (325) и (326) въ уравнене (319), 
находимъ: 

р == — 649. (327) 


Если бы комплексу принадлежала прямая Г, то, соблюдая общее 
правило для изображеня момента и правило для отсчитыван!я угла о, 
мы нашли бы: 


В.п — --4608$' = Е ис08$, 
В. ш — 2 бизшф = =- бизшо, 
р=689- (328) 


Мы видимъ такимъ образомъ, что изъ двухъ параллельныхъ прямыхъ, 
лежащихъ по разныя стороны отЪъ оси, только одна можеть принадле- 
жать данному комплексу, котораз,—это зависить отъ знака параметра р. 
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Уравнеше (327) позволяеть дать слфдующее опредФлеше ком- 
плексу перваго порядка: это есть совокупность всЪхъ прямыхъ, 
для которыхъ произведен!е ихъ кратчайшихъ разстоянтй отъ 
данной прямой (оси) на тангенсъ угла между ними и этою 
прямою величина постоянная. 


139. Распредфлене прямыхъ комплекса. Сначала будемъ предпола- 
гать, что параметръ р не равенъ ни нулю ни безконечности. Раземо- 
тримъ систему прямыхь комплекса, равно отстоящихъ отъ оси; фор- 
мула (327) показываеть, что всЪ тамя прямыя образуютъь съ осью 
одинаковый уголь. Мы получимъ совокупность вс$хъ этихъ прямыхъ, 
описавъ около оси комплекса круговой цилиндръ, котораго радгусъ 
основатя равенъ заданному разстояню 6 прямыхъ отъ оси, и проведя 
на немъ винтовыя лини, касательныя Еъ которымъ образовали бы съ 
осью комплекса уголь 9, опред$ляемый формулою (327); касательныя 
во всБхъ точкахь всхъ этихъ винтовыхъ лиш и представляють раз- 
сматриваемую систему прямыхъ комплекса. Параметромъ (Р) винтовой 
лини называется отношене высоты ея полнаго завитка (хода) къ 9 
или, всеравно, котангенсъ угла, образуемаго ея касательными съ осью 
цилиндра; поэтому параметрь этихъ винтовыхъ лин Ш связанъ съ пара- 
метромъ комплекса слфдующею формулою: 


© 


Р= сою = т (399) 


Далве, формула (327) показываеть, что при 8—0 уголь 9=-5-; 


т.-е. комплексу принадлежать всЪ прямыя, перееЗкаюпия его ось подъ 
прямымъ угломъ. При возрастанши д уголь ф 
уменьшается (или, смотря по знаку 2, прибли- 
жается къ п), и при 6 = со, уголь ф==0, (или 
ф==я); т.-е. комплексу принадлежать веЪ без- 
конечно далевмя прямыя, параллельныя его оси. 
Чтобы для данной точки М найти соотвт- 
ственный пучекъ прямыхъ комплекса, зам тимъ, 
что такъ какъ этоть пучекъ плосый ($ 132), то 
онъ вполнЪ опредЪляется двумя прямыми. Про- 
ведемъ черезь М прямую [&, перееВкающую ось и 
комплекса подъ прямымъ угломъ (въ точкВ С); фиг. 45. 
она принадлежитъ комплексу. Проведемъ черезъ 
М прямую 1,, перпендикулярную къ предыдущей и образующую съ 
осью уголь 


ф==агс (-- а ) ; 


она тоже принадлежить комплексу. Искомый пучекъ для точки Л со- 
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ставляется изъ все№хъ проходящихьъ черезъ нее прямыхъ, лежащихъ 
въ плоскости (4, [,). 

Чтобы найти пучекъ прямыхъ комилекса, лежащихъ въ данной 
плоскости ©, опредЗлимъ уголъ я, который эта плоскость образуеть съ 
осью комплекса, замЪтимъ точку С ихъ пересЪченя, черезъ эту точку 
проведемъ въ данной плоскости прямую, перпендикулярную Еъ оси, и 
на этой прямой отложимъ отр$зовъ р 


бо —== = = 
Въ ту сторону отъ точки С, чтобы уголъ © получался согласно правилу, 
установленному для отсчитываня угла $. Точка Л) булетъ тогда цен- 
тромъ пучка комплекса въ данной плоскости. 

Если плоскость О параллельна оси комплекса, то центръ пучка 
находится въ безконечности, такъ какъ въ такой плоскости комплексу 
принадлежать прямыя, между собою параллельныя (см. выше о каева- 
тельныхъ въ пилиндру). 

Если для даннаго комплекса р = 0, то онъ становится спедталь- 
нымъ (8 135), какъ это видно изъ сравнешя формулы (323) съ усло- 
вемъ (314). Это подтверждается и формулою (327), въ которой теперь 
нужно принять иди 6—0 или Ф = 0; т.-е. прямыя комплекса или пере- 
сЪкаютъ его ось или ей параллельны, слФдовательно тоже ее пересЪ- 
каютъ, только на безконечности. 


а ит 
Если р==о0, то формула (327) даетъ или 0==0 или В 
Комплексу принадлежать тогда всевозможныя прямыя, перпендикуляр- 
ных къ оси, пересекающая и не перес$кающля ее. Это видно и изъ 


формулы (319), въ которой теперь нужно принять №.5 = 0. 


Вонгруэнщя нерваго порядка. 


140. Основныя свойства конгруэнщм перваго разряда. Въ $ 129 дано 
общее поняте о ковгруэнци какъ о систем прямыхъ, принадлежа- 
щихь одновременно двумъ комплексамъ. Указанныя тамъ основныя 
свойства конгруэнии примЗнимъ теперь въ случаю, когда даны два 
комплекса перваго порядка. Конгруэншя, ими опредфляемая, назы- 
вается конгруэнщею перваго порядка. Основныя свойства ея слф- 
дуюпия. 

Т. Черезъь каждую точку пространства проходитъ одна 
прямая, принадлежащая конгруэнл!и. Мы знаемъ, что прямыя, 
принадлежания комплексу перваго порядка и проходяпия черезъ данную 
точку, образуютъ плосый пучекъ. Два плоскихъ пучка съ общимъ цен- 
тромь имЗютъь одну общую прямую; эта прямая и есть прямая 


— 139 — 


конгруэнщи. Мы увидимь ниже, что могутъ быть таюя точки, въ 
воторыхъ пучки обоихъ комплексовъ совнадають; тогда вс прямыя 
этихъ пучковъ принадлежать конгруэндли. 

П. Во всякой плоскости находится одна прямая конгру- 
энд1и. Это та прямая, которая одновременно принадлежитъ пучкамъ 
того и другого комплексовъ, лежащимъ въ данной плоскости. Могутъ 
быть, какъ мы увидимъ ниже, и тая плоскости, въ которыхъ центры 
обоихъ пучковъ совпадаютъ; тогда вс прямыя этихъ пучковъ принад- 
лежать конгруэнлли. 

141. Директриссы конгруэнщи. Существуютъ двЪ прямыя, во- 
торыя пересЪкаются вс%ми прямыми конгруэнл1и. Это даетъ 
наглядное представлеше о томъ, изъ чего состоитъь конгруэния. Эти 
прямыя называются директриссами. ОнЪ могутъ быть впрочемъ и 
мнимыми; тогда эта наглядность исчезаеть. . 

Докажемъ существоваше директриссъ. Пусть будутъ 


(0, = а, .п-ЕЪ,.ш = 0, 


С, —а,.п--Ъ,.ш=0 (830) 


уравненя комплексовъ, опредвляющимъ конгруэнцйо. Вомплексъ 
(== 0, АО, = (а, + Аа,) 0 -- (6, -- ^Ъ,).ш =0 (381) 


при какомъ угодно значени множителя ^, содержитъ вс прямыя той же 
конгруэнили, такъ какъ эти прямыя, удовлетворяя уравненямъ (330), 
удовлетворяютъ и уравненио (331). Между значешями ^ существуютъ 
два такихъ, при которыхъ комплексь С становится спеллальнымъ. 
Необходимое и достаточное для этого услоше (314) выражается те- 


перь такъ: 
(а, -- ^а,). (6, -- №.) = 0, 
и это даетъ для ^ квадратное уравнеше: 
(а. 5. )^? | (а,.Ъ, а, .Ъ,)^ а, .Ъ, = 0. (339) 
Если корни этого уравнешя, Хи ^", дЪйствительные, то комплексы 
о-х0=0 або 


спещальные, т.-е. каждый изъ нихъ состоитъ изъ всевозможныхь пря- 
мыхъ, пересЪфкающихъ ось комплекса; а такъ кавъ оба эти комплекса 
содержать всевозможныя прямыя конгруэнли, то эти прямыя должны 
вс пересЪкать ось того и другого изъ спещальныхъ комплексовъ. Эти 
оси и предетавляютъ собою директриссы конгруэнщи. 

Мы не будемъ останавливаться на случа, когда корни уравненя 
(332) равные: зам$тимъ только, что тогда въ систем комплексовъ (331) 
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фактически только одинъ спещальный, и что прямыя данной конгруэн- 
цы и вЪ этомъ случа должны перес$кать ось этого комплекса; но не 
всЪ прямыя, перес$каюция эту ось, принадлежать конгруэнили; бли- 
жайшее опредфлеше ея прямыхъ требуетъ боле детальнаго изелдо- 
вая, котораго мы производить не будемъ (см. наприм$ръ Коеп5, 
ОСботёыче теё]6е, стр. 35). 

Изъ сказаннаго въ 8 133`о сопряженныхъ ирямыхъ сл$дуетъ, что 
директриссы конгруэнщи суть сопряженныя прямыя какъ по отношеню 
ЕЪ Одному, Такъ и по отношеню къ другому комплексу. 

142. Относительное положене директриссъ. Въ спешальномъ ком- 
плекс$ а.0-ГЪ.ш = 0 элементы, опред$ляюпие его ось, суть векторы 
риа (моментъ вектора №); поэтому, если ^' и А” корни уравневя (332), 
то положеше директриссъь конгруэнщи опредляется элементами 


® 
Ш =, Е, ш’ —а —а, № а,, 
= М, ша" а, -- Ма, 


Для угла между директриссами имЪемъ: 
ии" сов (и, п”) — в’ .0” = (Ъ, ЧЕ ^Ъ,) .(Ъ, нЕ Хх.) Е 
= о’, лу, 


куда по уравненю (332) нужно подставить 


' на аа Вы г)" _ а -В 
А и. гб. а... ы = а,. 0, ° 


Для кратчайшаго разстояня 2с между директриссами воспользуемся 
формулою (295); по ней: 
9е—= (№, -- ^Ъ,). (2 №" а») + (®, + №№). (а, Е №а.) 
У, + *ъ,) х @, + у) 


Принимая во внимане, что по уравнент (332) 


" , 1 и = 
^—& ИВ: У, - В, а а, .,)? = 4(а, Ъ,) (а,.,), 
находимъ: 
ЕЕ (а...) + 0’ ^") (В -- аь. В) -- 2" (а... а 


26 = 
__ @-мУвхья 
ак (=... -ра,.0,)8— 4(а, „№. ) (а...) 
=И о оиаевабыты, (333) 


143. Опредфлеше положення отдфльныхъ прямыхъ конгруэнцм. Пусть 
требуется опред$лить прямую конгруэнщи, проходящую черезъ данную 
точку (т). По формул (301) для этого имфемъ условия: 


[а Е ®, Хе]. в = 0, — [а, + Хили =; 


== 4:1 === 


поэтому векторъ п перпендикуляренъ къ векторамъ а, -- (, Жг) и 
а, -|- (6, Ж г), и можно принять 


п = [а, | (©, Же] Х [а, Е, Жк} (334) 


ПВР ЖИ 


Пусть теперь требуется опредЗлить прямую конгруэни, лежащую 
въ данной плоскости 


Ве. 


По формул (309) мы найдемъ центры тЪхъ пучковъ каждаго изъ ком- 
плексовъ (330), которые лежатъ въ этой плоскости: 


т Е она 
т во — (а ЖЗ) г в — № Ж 3) 


искомая прямая проходить черезъ эти точки, поэтому для пея можно 
ВЗЯТЬ: 
О—и и, ПУ ы О 


144. Особенный случай конгруэнши. Между спешальными видами 
конгруэнци заслуживаеть вниманёя слфдующий. Пусть данные ком- 
плексы (330) оба спешальные и кромф того ихъ оси пересВкаются, 
такъ что 

В [01 ==: Вы ==0, 
а.о: а: =0. 


Въ этомъ случа уравнеше (332) обращается въ тождество; но теперь 
непосредственно видно, что конгруэнцая востоить изъ всЪхъ прямыхъ, 
лежацихъ въ плоскости осей данныхъ комплексовъ и изъ всЪхъ пря- 
мыхъ, проходящихъ черезъ точку перес$ченя этихъ осей. 


Лвучленная труппа комплексовъ. 


145. Поверхность осей двучленной группы. Комплексы (331), со- 
отв тетвующие различнымъ значенямъ параметра ^, составляютъ ц$лую 
систему комплексовъ, которая называется обыкновенно двучленною 
грунпою комплексовъ. Оси всЪхъ этихъ комплексовъ, такъ 
какъ ихьъ положен!е зависить только оть одного параметра ^, обра- 
зуютъ сплошную поверхность. Эта линейчатая поверхность играетъ 
большую роль во многихъ вопросахъ какъ геометри, такъ, въ особен- 
ности, механики. Она называется цилиндроидомъ и, какъ мы увидимъ 
ниже ($145), тождественна съ тою поверхностью, которая уже разсма- 
тривалаеь въ упражнеши 29. 


— 142 — 


ЗамЪтимъ независимо отъ этого н®которыя основныя свойства этой 
поверхности. При этомъ мы будемъ ограничиваться предположенемъ, 
что директриссы конгруэнлли дЪйствительныя. Прежде всего легко ви- 
дЪть, что вс Ъ образующя этой поверхности параллельны одной 
плоскости, той, которой параллельны оси двухъ данныхъ комплексовъ. 
Въ 8 137 было показано, что ось комплекса 


а. п--Ъ.ш==0 


имфетъь направлеше вектора №; слфдовательно ось всякаго комплекса 
изъ группы (331) имфетъ направлене вектора 


Е ЖЪ,. 


Отсюда видно, что при всякомъ Х векторъ Ю комплянаренъь съ векто- 
рами Ъ, и Ъ., что и требовалось доказать. 

ДалЪе, покажемъ, что вс образующая этой поверхности 
перес$ каютъ одну прямую [, ту, которая пересВкаетъ оси обоихъ 
данныхъ комплексовъ и къ нимъ перпендикулярна. Для этого замЪтимъ, 
что эта прямая принадлежить конгруэнци. ДЪйствительно, всякая пря- 
мая, пересзкающая ось комплекса подъ прямымъ угломъ, принадлежить 
этому комплексу, а слфдовательно прямая 2 принадлежитъ обоимъ дан- 
нымъ комплексамъ. Выше было показано, что оси всхъ комплексовъ 
двучленной группы параллельны плоскости, которой параллельны оси 
двухъ данныхьъ комплексовъ; отсюда слфдуетъ, что прямая { перпенди- 
кулярна ко всЁмъ этимь осямъ. А такъ какъ она, принадлежа кон- 
груэнщи, принадлежитъ каждому изъ комплексовъ двучленной группы, 
то она должна пересфкать оси всФхъ этихъ комплексовъ. 

Съ изм$нешемъ ^ м®няются: и направлене оси комплекса (381) 
и отношене ея кратчайшихъ разстояний с, ис, отъ директриссъ 
конгруэни1й. Покажемъ, что эти разстоян1я пропорц!ональны 
тантенсамъ угловъ, образуемыхъ осью комплекса съ дирек- 
триесами. 

Тавъ какъ по даннымъ двумъ комплексамъ (330) мы всегда мо- 
жемъ найти спешальные, оси которыхъ служатъ директриссами, то мы 
можемъ, для упрощен1я формуль, съ самаго начала предположить, что 
двучленная группа комплексовъ задана ея двумя спел1альными ком- 
плексами 

а. 0--Ъ.ш=0, а. 0. щ=0; (335) 


мы имземъ въ этомъ случа уеловя: 
ао ва 0 (336) 
Оси В и [, этихъ комплексовъ опредЪляются элементами (8 137): 


п =, ш.=а, и,=№,, Ш, —а,. (337) 


— 148 — 


Если 2с кратчайшее разстояе между этими осями, то по формул (297); 
или (833) 


Е КЕ. Е Зи. (338) 
И х в 


Еели 27 уголъ между осями, то принимая во внимане, что 


И, Х Ъ,)* = 6,2, 


Ь,.Б, = 6.6. 60827, 
имВемъ: 
У, хь, 
И ВНР 339 
27 Ъ,.6, ( ) 
Пусть будетъ 


(а Г ^а,) . и -- (0, -- ^Ъ,).ш=0 (340) 


одинъ изъ комплексовъ данной группы, р его параметръ, с, ‚с, кратчай- 


пя разстояня его оси отъ осей комплексовъ (335), 1,,1, ея углы съ 
посл$дними. Но формул (328) и по усломямъ (386): 


ре (а, | ^а,). (®, -Н №.) —_ Ма. № р а.) 


841 

2%) РА и 

а по формуламъ (323) ось 2 комплекса (340) опредляется элементами: 
=, 2%, 


М (а, -- №а,) — 2, 25,); 
поэтому по формулЪ (297): 


р №№, 2, -- а. -№,) — 2. (, Е №.) 
= = ‚ 
ХИ, хь, 349 
т (,. а, а,.№,) — 25,- (№ - №,) (о 
1 ри ` 
ух, 


Ветавляя сюда выражеше (341), находимъ: 


№. +. 
= № 


Ъ,. (в, №,)? 


еъ друтой стороны аналогично съ формулою (339): 


_ Ув жь 
в. +25.) 8% ь.) 


(в + 2, ° 
Сравнивая. мы и находимъ: 


— о 848 
6. т ( ) 

146. Главныя оси двучленной группы. Къ числу комплексовъ дву- 
членной группы принадлежать два таые, оси которыхъ пересЪкаются 


та 


В — 


полъ прямымъ угломъ, дЪлятъ пополамъ кратчайшее разстояве между 
директриесами и направлены по биссектрисамъ смежныхъ угловъ между 
послздними. Эти оси называются главными осями двучленной 
группы комплексовъ, а точка ихъ пересчемя центромъ дву- 
членной группы. 

Найдемь прежде всего значешя множителя ^, соотв тетвующйя 
тВмъ комплексамъ группы, оси которыхь дЪлять пополамъ кратчайшее 
разстояне между директриссами. Для этого имемъ услове, что выра- 
жетя (342) должны быть равны; оно даетъ для ^ два рЪшеня: 

В, 


= т: 


ы 
> ° - [2 


которымъ соотвтетвуютъ два компхекса изъ группы (340): 


(6, Е Ва,) и (6,0, Н ЫЪ,) .ш=0, (345) 
(6,=, —Ба,) -п-- (6.0, —6.Ъ,) -ш==0. 

Оси ихъ им$ютъь направленя векторовъ 6,0, 5,6, и 6.5, —ВЪ. и 
взаимно перпендикулярны, потому что 


(60. -Н 6, ,) .(6.Ъ, — 6,0.) =0. 
Найдемъ теперь углы, образуемые этими осями 1 и 1, съ директрис- 
сами. Такъ какъ направленя посл$днихъ опредфляются направлен ями 
векторовъ В, и В,, то 


вое, ВЫ АСЕ, 
И, р, Убь + ыья 
08 (№ : Ь) — №5 - (№, + 6.Ъ,) > В, Е Ъ,-В 


БИ, Е Увы ыь) 


т.е. оси № и В направлены дЪйствительно по биссектрисамъ угла (1, ‚1,). 

147. Уравнене цилиндроида. За оси (2) и (у) примемъ главныя оси 
двучленной группы, а за ось (2) линю кратчайшаго разстоявя между 
директриссами. Ве образующя цилиндроида параллельны плоскости (22); 
пусть будеть Г одна изъ этихъ образующихъ и ф ея уголъ съ осью (). 
Для вофхъ ея точекъ имемъ: 


ЗЕ 5 : 


для опред$лен1я 2 воспользуемся формулою (343), въ которой можно 
поставить: 
ое —, в ==е- 21 (346) 
=1—$  12=1$ 


—= 11418) —= 


это даетъь;: 
иене 
— чт9у 


е шо. (347) 
Уравневе цилиндроида получится исключенемъ угла ф изъ уравненй 


(345) и (346): 
ар и = дае 9. (348) 


Составляя по формул (324) выраженя для параметров уж и ру тВхъ 
комплексовъ (844), оси которыхъ главныя: 


__ В.б(аь №, + а. .Ъь) и, 6.5. (1, „РВ, + 2. -№.) с 
В — (БВ о. ’ ИЕ м —Ьв, › (349) 


а по формуламъ (338) и (339) выражеше для коэффищента въ уравне- 
вм (348) цилинлроида, легко убЪдиться, что 


ые 
эт2у Ро Р- 

Изъ упражнен!я 29 видно, что па- 
раметры главныхъ осей двучленной группы 
играютъ здЪеь такую же роль по отно- 
шен!ю въ параметрамъ другихъ комплек- 
совъ той же группы, какую параметры 
винтовъ съ взаимно-перпендикулярными и 
пересЪкающимися осями играютъ по отно- 
шеню къ параметрамъ винтовъ, полу- 
чающихся отъ сложешя предыдущихъ. 

148. Случай, когда директриссы кон- Фиг. 46. 
груэнши мнимыя. Цилиндроидъь и въ этомъ 
случа существуетъ, какъ это видно изъ сказаннаго въ 8 143. 
Центръ и главныя оси двучленной группы тоже существуютъ, но не 
могутъ быть находимы способомъ, указанным выше для случая дЪй- 
ствительныхъ директрисеъ. Чтобы ихъ найти, можно было бы поету- 
пить слфдующимъ образомъ: отыскать значешя ^==Х, ^=А”, для ко- 
торыхъ параметръ комплекса двучленной группы 


__ (а - Ла»). .(®.-- №.) 
В (В, 5 №,)? 


получаеть значеня максимумъ и минимумъ; оси соотвЪтственныхъ ком- 
плексовъ оказались бы тогда переевкающимиея и взаймно-пертендику- 
зярными; эти оси и были бы главными; уравнеше цилиндроида, отне- 
сенное къ этимъ осямъ и къ оси конгрузний, получилось бы въ преж- 
оатежие акр ДЮ 
Не останавливаясь на этомъ подробные, замфтимъ только, что и 

въ случа дЪйствительныхъ директриссъ параметры р» и 2% ВЪ форму- 
10 


П. Сомовъ.—Векторальтый анализъ. 


—= 120 == 


лахъ (849) наибольший и наименьшйй изъ вефхъ параметровъ двучлен- 
ной группы, чЁмъ и объясняется указанный выше путь изел$дован!я 
для случая мнимыхъ директриссъ. 


Сиетемы прямыхъ, принадлежащихь одновременно тремъ или 
четырем комплексамъ перваго порядка. 


149. Система прямыхъ, принадлежащихъ тремъ комплексамъ. Въ 8 127 
было уже указано, что прямыя, принадлежая одновременно тремъ 
какимъ либо комплексамъ, образуютъ, вообще говоря, линейчатую но- 
верхность. Раземотримъ теперь, какова эта, поверхность, если комплексы 
вс три перваго порядка: 


С, =а,.п--№,.ш==0. 
бы банй ==) {350) 
0, —а,.и--Ъ,.ш = 0- 


ВеБ искомыя прямыя принадлежать также каждому изъ комплексовъ 
О -РАО, в. =0 (351) 


при какихъ угодно значешяхъ множителей ^ и з. Между этими ком- 
плексами можно указать безчисленное множество комплексовъ спец!- 
альныхъ, подбирая соотв тственнымъ образомъ множители Лир. Мы 
знаемъ, что прямыя спещальнаго комплекса пересЪкаютъ его 06ь; по- 
этому искомыя прямыя пересЪкаютъ оси всЪхъ спешальныхъ комолек- 
совъ, принадлежащихъ трехчленной групп® (351). ИзвЪстно, что пря- 
мыя, пересЪкающия три данныхъ прямыхъ, образуютъ уже опредЪленную 
линейчатую поверхность, а именно поверхность второго порядка, въ 
общемъ случаЪ поверхность гиперболоила. являясь при этомъ одною 
изъ двухъ системъ образующихъ этой поверхности. А такъ какъ‘иско- 
мая система прямыхъ ничЪмъ не можетъ быть другимъ, какъ линей- 
чатою поверхностью, то ясно, что 1) система 5 прямыхъ, принадлежа- 
щихъ тремъ комплексамъ перваго порядка, представляетъ, вообще 
говоря, одну систему образующихъ линейчатаго гиперболоида и 2) для 
опред$леня этого гиперболоида достаточно взять какихъ-нибуль три 
сопещальныхь комплекса изъ группы (351). 

Услоше, чтобы комплекеъ (351) былъ спешальнымъ, состоитъ въ 
ол дующемъ: 


(а, -- Ла, -[- ра.) (В, Е №, -- вЪ,) = 0. (852) 


Взявъ произвольное значеше ^Х —^', мы получаемъ отсюда два значе- 
я р=р, и=,. при которыхъ комплексъ (351) д$лается спешаль- 


= Л — 


нымъ. Беря еще другое значене ^Х —=^", мы найдемъ еще два зназеня 
и ь., Ш =, дающихъ спецальные комплексы. Пусть будутъ [,, 1..1. 
оси этихъ комплексовъ. Ве прямыя, пересфкающия оси Ц, $, [,, при- 
надлежать искомой систем 5; что всф эти прямыя пересфкаются и 
съ прямою [,, слёдуетъь уже само собою изъ предыдущаго. Прямыя 5 
принадлежать одной систем образующихъ гиперболоида. Пусть будутъ 
ТГ, Г, Г’ три изъ этихъ образующих; всф примыя, ихъ пересЪкаюция, 
принадлежать другой систем образующихъ того же гиперболоида; 
слВдовательно этой послфдней систем принадлежать и прямыя 
1, 1 В, (.. Если бы мы выбрали друпя значетя для ^ и в, удовле- 
творяющая условшю (352), то мы пришли бы къ такимъ же заключе- 
нямъ. Поэтому можно вообще сказать: вс прямыя, принадлежания 
одновременно тремъ комплексамъ (350), составляютъ одну си- 
стему образующихъ линейчатаго гиперболоида, а всЪ оси 
спецтальныхъ комплексовъ (351) составляютъ другую систему» 
образующихь того же гиперболоида. Въ частности эта поверх- 
ность можеть конечно обратиться въ линейчатый параболоидъ, въ 
конусъ или въ цилиндръ. Уеловя, при которыхъ это произойдетъ, мы 
впрочемъ разбирать не будемъ. 


150. Уравненте гиперболоида, содержащаго найденныя системы прямыхъ. 
Ве прямыя, принадлежаптия первымъ двумъ изъ комплексовъ (850), 
опред ляются формулою (334), по которой каждой точкЪ (г) соотв т- 
ствуеть одна прямая п съ моментомь ш==г Жи. Точки искомаго 
гичерболоида суть тажмя точки (), для которыхъ соотвЪтетвуюния 
имъ прямыя удовлетворяютъь и третьему изъ уравневй (350), или 
уравнен!ю: 


[а -- (№, Ж г)|.ц =0. 


Подетавляя сюда выражене (334), мы и находимъ уравнене гипербо- 
лоида въ вектортальной форм: 


[а 5 (®, Х г) Х [а, -- , Х г]. [&, Е (®, Ж т) =0. — (353) 


Повидимому здЪсь перем$нный полярный векторь входить въ трехъ 
измъреняхъ: но если мы соотв$тственный членъ 


(9 ЖЮХ (В, Х г). ®,Ж г) 
преобразуемъ по правиламъ векторлальныхъ умноженй, то мы увидимъ, 


что тамъ Г останется только въ ДВухъ измърешяхъ. 


151. Трехчленная группа комплексовъ. Система комилексовъ (351) 
составляеть такъ называемую трехчленную группу. Число вефхъ этихъ 
хомплексовъ, какъ зависящихъ отъ двухъ произвольныхъ параметровъ, 


10* 


=—= [149 = 


представляется безконечностью второго порядка. Въ 8 149 указаны 
принадлежацйе этой групп спешальные комплексы, т.-е. таке, пал а- 
метръ которыхъ р равенъ нулю. Число ихъ представляется безконеч- 
ностью перваго порядка. Каждому иному значеню параметра р соот- 
вфтствуетъь тоже безконечно большое число комплексовъ группы (351). 
При данномъ р имЪемъ для нихъ услове по формул (323): 


(в ес №8, 2 а). (В, ыы №, и 53) Е рр, = - №, ра #0.)* = 0. 


Оси всфхъ комплексовъ этой частной группы (р) тоже, какъ и оси 
спещальныхь комплексовъ, составляють одну систему образующихъ 
нфкотораго линейчатаго гиперболоида. ВеЪ эти гиперболоиды соосны. 
На доказательств этого мы останавливаться не будемъ. См В. Вай, 
'Твеогу 0Ё зсгемз (или также Треогемвсве Месваю зёаггег Зузете, 
В. Ва--Н. ОтгауеЙиз$), гл эти вопросы изложены въ связи съ теорлей 
‘винтовЪ и съ соотвЪтственными вопросами механики. 


152. Прямыя, принадлежация четыремъ комплексамъ перваго порядка. 
Мы уже знаемъ, что число прямыхъ, принадлежащихъ какимъ либо. 
четыремъ комплексамъ, вообще говоря, конечное (8 127). Число иря- 
хыхъ. принадлежащихъ одновременно четыремъ комплексамъ 
перваго порядка, равно двумъ. Эти прямыя могутъ быть впрочем 
и мнимыми. Пусть будутЪъ заданы комплексы: 


С, =а,.п-|-Ъ,.ш—0, 
С, —=а,.и-НЪ,.ш = 0, 
0, =а,. п, .ш=0, 
С, =а,.Ш-Н В. ш == 0. 


Комплексы С, и С. опредЪляютъ въ совокупности конгрузнийюо, ком- 
плексы С, и С, — другую конгруэнцию; искомыя прямыя принадлежать 
и той и другой конгруэнши и поэтому пересЪкаютъ директриссы этихъ 
конгруэншй. Такимъ образомъ, если эти директриссы дЪйствительныя, 
вопроеъ сводится къ опредфленю прямыхъ, перес$кающихъ четыре 
ланныхъ. Такихъ прямыхъ можеть быть только двЪ, дЪйствительныхъ 
или мнимыхъ. Это видно изъ слфдующаго разсужденя. Пусть будутъ 
1, 8, 1, В указанныя директриссы; вс ирнмыя, перееВкаюния 4, 5, №5, 
составляютъь одну систему образующихъ линейчатаго гиперболоида, и 
искомыя прямыя должны принадлежать этой систем$, а кромЪ того. 
онф должны перес$каться съ прямою 2. Прямая нересЪфкаетъ новерх- 
ность второго порядка въ двухъ точкахъ; пусть будуть Ми М’ точки 
пересченйя прямой 1, съ гиперболоидомъ. Очевидно, что образующая 
типерболойида, проходяцшия черезь Ми М' и принадлежаная выше- 
указанной системЪ, и будуть искомыя прямыя [и Г. Если прямая 4, 


а ВЕБе —— 


пересВкается съ гиперболоидомъ, то прямыя Ги Г дБйствительныя, 
если она гиперболоида касается, то эти прямыя совпадаютъ, а если 
прямая |, съ гиперболоидомъ не перес%кается, то прямыя Ё и Г 
МНИМЫЯ. 

153. Четырехчленная группа компленсовъ. Такъ называется система 
комплексовъ 


о -АС, + в, +50, =0 


при всякихъ значеняхъ множителей ^, в, у. Число этихъ комплексовъ 
можно изобразить безконечностью третьяго порядка; въ числ ихъ 
существуеть безконечно большое число второго порядка комплексовъ 
спешальныхъ, такъ какъ для этихъ комплексовь множители ^, |3, у 
связаны однимъ условтемъ: 


(в, -- Ла, -[- ва, 5 *а,). (0, -- №, в. -- 5) =0. 


Для опредфленя прямыхъ [и Г можно было бы. вмЪсто четырехъ 
директриссъ предыдущаго параграфа, взять оси любыхъ четырехъ изъ 
этихъ спещальныхъ комплексовъ, такъ какъ всЪ эти оси пересЪкаются 
съ искомыми прямыми. 

Что касается до совокупности осей всЪхъ спешальныхъ комплек- 
совъ, то онф образуютъ конгруэнцио перваго порядка. Въ самомъ дЪлЪ, 
онф всЪ пересфкаютъ прямыя Ги Г. а число ихъ изображается безко- 
нечностью второго порядка. 

Можно было бы показать, что всякому значеню параметра р 
соотвЪтетвуеть частная группа комплексовъ, оси которыхъ тоже соста- 
влиютЪъ конгруэнцю перваго порядка. Оси же веБхъ комплексовь 
четырехчленной группы образуютъ нфкоторый комплексъ второго по- 
ряцка. 


ИЧриложен1я линейчатой теометри въ механик. 


154. Общее замбчане. Раземотр&нныя выше системы прямыхъ 
(комплексы, конгруэнци, линейчатыя поверхности) играютъ роль въ 
тВхъ вопросахъ механики, гдф векторы, имфющие какое-либо физиче- 
ское значеше, подчинены нфкоторымъ общимъ для нихъ условямъ. 
Такихъ случаевъ представляется много и въ кинематики въ статик$ 
и въ динамик. Мы приведемъ только нфкоторые главнфйпшпе изъ 
вихъ, относящтеся къ кинематикЪ и къ статикЪ, не вдаваясь въ боле 
подробное ихъ изелЪдоваше, которое можетъ быть найдено въ различ- 
ныхъ руководствахъ по теоретической механик%. 


О 


Приложен1я въ кинематик». 


60. Компленеъ премыхъ, перпендикулярныхь нъ скоростямъ точень твердаго тфла. 
Вь упражнени 15 (глава П) была выведена формула (14) лля скорости точки 
твердаго тЪ$ла въ общемъ случаЪ его движен1я: 


УЕ тех п. (354) 


Представимъ себЪ въ каждой точкЪ (г) тфла пучекъ прямыхъ, перпевдикуляр- 
ныхь кь скорости этой точки, и покажемъ, что совокупность вефхь этихь пря- 
мыхь составляеть комплексь перваго порядка. ДЪИствительно, услоше и.у=0 
даеть: 
Жо. и -ох (г —т,) . п = 0, 
[у — ЖЕ. и Ро Хг.и-0, 
[У — (© ЖЕ, |. и фгЖи.о=0. 


Гу, — (о Жк, |. и Ро. м = 0. (355) 
Параметръ этого комилекса, 
У. ® 
ПЕ 


равенъ параметру винтовой скорости. Ось этого комплекса опрелЪляетея но фор- 
муламь (824) элементами 


Жо. @ 
о © —- 


® 


= ххх 


Це, И = Ау, == = 


61. Показать, что комплексъ (355) становится спещальнымъ, если винтовое 
лвижене замЪнить простымь вращательнымт. 

62. Видоизмфненное кинематическое толковаме комплекса перваго порядка. Изъ 
кинематики твердаго тЪла извЪстно, что если у какой-нибуль принадлежащей 
тфлу прямой лини есть точка, скорость которой къ ней перпендикулярна, то и 
скорости веЗхъ другихъ ея точекъ къ ней перпендикулярны. Совокупность всфхЪь 
прямыхъь, неизмЪнно связанвыхь съ двигающимся твердымъ тфломъ и обладаю- 
щихъ свойствомъ, что скорости ихъ точекъ въ нимъ перпендикулярны, образуеть 
комплексъ перваго порядка. 

63. Кинематическое значеше сопряженныхъ прямыхъ. Во всякомъ движевт твер- 
даго тфла скорости его точекъ могутъ быть разложены на двф составляюпия, 
соотвзтствуюрия вращетямь твердаго тфла около лвухь осей, вообще говоря, 
межлу собою не пересФкающихся. Эти оси называются сопряженными осями вра- 
щеня и прелставляють собою пару сопраженныхъ прямыхъ (8 133) но отношеню 
къ указанному выше комплексу. Такихъ паръ сопряженных осей вращентя без- 
чиеленвое множество: одна изъ нихъ можеть быть взята произвольно и къ ней 
подыскана другая по формуламъ, которыя выведены въ 8 133. Ве прямыя, пере- 
сЪкаюпия пару сопряженныхь осей, обладають свойствомъ, что скорости ихъ 
точекъ къ нимъ перлендикулярны; эти прямыя образуютъ конгруэншю перваго 
порядка, а сопряженвыя оси вращевйя служатъ ей директриссами. 

64. Общая пара сопрященныхь осей въ двухъ слагаемыхъ движеняхъ. Предполо- 
жимъ, что движен!е твердаго т$ла разложено на два движевя таклмъ образомъ, 
что скорость всякой его точки является геометрическою суммою скоростей той же 
точки въ слатаемыхь движешяхъ. Каждому изь этихъ лвижешй соотвЪтетвуеть 
комплексь прямыхь, для которыхъ скорости ихъ точекъ къ нимъ нерпендику- 


—= 51 == 


лярны. Ирямыя, общая обоимъ комплексамъ, облалають этимъ свойством въ каж- 
домъ изь слагаемыхь лвижент; онф составляють конгруэнцио перваго порядка, 
а директрисеы этой конгруэнци могутъ служить сопряженными осями вращеня 
какъ въ данномъ, такъ и въ каждомъ изъ слагаемыхь движенш. Пусть будуть 
Тир эти оси, ® и ®' соотвЪтетвующя имъ угловыя скорости въ данномъ дви- 
ОН, ®, И, ® И ©’ въ слатаемыхъ движеняхь; тогда, 


4 
Е. ® = о. -- 95, © == 0, о". 


65. Услове связи, ограничивающее движене твердаго тфла, можеть быть пред- 
ставлено въ вил уравненя комплекса по отношению къ вектору ®. Но формулЪ 
(354) скорости точекъ твердаго тфла слагаются изъ общей скорости *› поступа- 
тельнаго лвижевя и изъ скорости вразщалельнаго двнжевя съ угловою скоростью в 
около осн, проходящей черезъ точку (к). опредфляющую своею скоростью ско- 
рость поступательнаго движевя. Всякое „услове связи‘ выражается апалитняески 
однимъ уравнентемъ, которое въ векторальной форм даетъь скалярную, линей- 
ную однородную зависимость для элементовь Уз и ®: 


А. о - В.х—0; (356) 
нокалжемь, что она приводится въ виду 
ао ЕВ. = 0, (357) 


гдЪ и моменть вектора ®. Для этого сдфлаемъ сначала приведене движеня въ вив- 
товому. Если и поступалельная скорость вдоль винтовой оси [скорость точки (г)), 
лежател па виптовой осп], 2 параметръ винтовой скорости, то и = ро; а по фор- 
мулё (354): 


ву ох (п, — о) = % — (1 Х 9) + Хо) = %—в + (т Х «). 
Стсода, 
= и р — (№ Х ©) = ро в — @, Х о). 
Подставляя это въ услов!е связи (356), и получаемъ его Въ формЪ (357), причемъ 
а=А ов их В), Ъ =В. 


66. Взаимные винты. Пусть будутъ (р) и (Р) два винта (8 12), ри Р ихь 
параметры, [п С ихъ оси, № векторъ, изображающий кратчайшее разстояще 
между ними, © и В передвижные векторы, лежацие на данныхь винтахъ. Если 
эти винты удовлетворяют условно: 


(Р-В.о В.В Жо=О0, (358) 


то онн называются взаимными. Это понят1е разсматриваетея (ВП) при опре- 
лфлевн работы дивамы (8 82) огносительно безконечно-малахо винтового пере- 
иъщен!я: еслл (Р) винть п № сила линамы, (2) вивть и « угловая скорость 
винтового перемфщешя, то работа липамы относительно этого безконечно-малато 
винтового перемфщев1я выражается формулою: 


Е = [(Р-+ р). о + ®.ВХ о) [56 (359) 


гл 2 безконечно-малый множитель. Если винты взаимные, то эта работа, равна, 
нулю. 


А 


67. Система винтовыхъ скоростей, возможныхъ при одномъ условм связей. Пока- 
жемт, что если перемфуценя трерлаго т$ла подчинены одному услов1ю вида (356), 
то система возможныхъ винтовыхъ скоростей характеризуется тБуъ, что 
ихь винты всф взаимны одному опредфленному винту, и найдемь послёдн. 
Пусть будуть к’и г” начало и конець вектора В, такъ что В = г” — к; тогда, 


В.В Хо— (г —г).ВХо=о. к ХЕ В.Г Хо =о.М- В. р, 
глЪ М моментъ вектора №. Формула (858) получаетъ видъ: 
| (860) 


ДЁлая сравнене услоня связей (356) съ этою формулою и принимая во вни- 
мане, что абсолютныя величины векторовъь хи В роли не нграють, можемъ 
принять: 
В —В 
М (РЕрЖ=А-рВ + (Хх В), (361) 


откуда и можемъ окончательно опредфлить винтъ (Р). Умножая геометрически 
на, В, находимъ: 


А.В А.В 
ВЕ 5%. 
носл$ этого формулы (861) дають: 
А.В 


МАХ В В [ВХ АХ В) + ХВ) 

Итакъ, услов!е связей (356) дЪйствительно можеть быть представлено въ вид 
условя взаимности двухъ винтовь, причемъ винтъ (Р) извЪстный и постоянный, 
& винты (р), опредфляюще возможныя скорости, образуютъь цфлую сиетему 
комплексовъ первато порядка, потому что при каждомъ значенш ф элементы ® 
и р удовлетворяють уравненю комплекса, (360). Въ чистЬ этихъ возможныхъ вия- 
товъ существуеть цфлый комплексь ринтовъ съ параметромъ р=0, т.-е. осей 
простого вращенйя: 

(М-- РВ). о ЕВ. =0. 


Винты съ параметромъ р = — Р образуютъ спещальный комплексь 
М.о РВ. ь=0. 


68. Система винтовыхъ сноростей, возможныхъ при двухъ условхъ связей. Винто- 
выя скорости удовлетворяютъ двумъ усломямъ вила (360): 


М, -- (Р.Е В]. ®- В в =0, (362) 
[1 + (Ь-р)В,] + о В. =0; 


поэтому всякому произвольно заланному значенно параметра 2 соотвЪтетвуютъ 
винтовыя оси, принадлежания лвумъ комнлексамь перваго порядка, т.-е. при- 
надлежалия конгруэнцаи. Систему вс№хъ возможныхь винтовыхъ осей мы по- 
лучимъ, если исключимъ р изъ уравневй (862): это дасть относительно элемен- 
товъ © и р. уравнеше 


(В, ХВ, . (в. Х в) - (Р, — Р.)(® „®)(®, . в) | 
+ (М, .®)(В, . <) — (№. 0) (В. . в) =0, (368) 


которое опредздяетъ комплексъ второго порядка. 


69. Система возможныхъ винтовыхъ скоростей при трехъ, четырехъ и пяти усло- 
вяхъ связей. При трехъ услов1яхъ связей винтовыя скорости удовлетворяютъ тремъ 
уравневямъ вида (360). Каждому значено параметра, р соотв тетвуютъ винтовыя 
оси, составляющия одну систему образующихь линейчатаго гиперболоида 
(8 149). Можно было бы показаль, что всЪ эти гиперболоиды соосны. 

При четырехъ услов1яхъ связей каждому значенно р соотвфуствуютъ 
двф возможныя (дЪйствительныя или мнимыя) винтовыя оси. Ниже (упр. 79) мы 
увидимъ, что всф эти пары возможныхь винтовыхъ осей принадлежать н$кото- 
рому цилиндроиду. 

Мы увидимъ также (упр. 79), что при пяти условляхъ связей остается 
одинъ возможный винтъ скоростей съ опред$леннымъ значешемь параметра. 


156. Приложеня въ статикБ твердаго тёла. Въ статикЪ твердаго 
тЪла комплекеы и друмя системы прямыхъ играютъ роль главнымъ 
образомъ въ ел$лующихъ двухъ вопросахъ: 1) при изученши еистемъ 
взаимно уравнов$шивающихея силъ, лежащихъ на данныхъ прямыхъ, 
2) при изучени равновзая твердаго тЪла, подвижность котораго какъ- 
либо ограничена условями связей. Упражнещя 70—74 относятся къ 
первому вопросу, а дальнфйния упражненя ко второму вопросу. 


70. Услове разложимости данной силы по шести даннымъ прямымъ. Задача объ 
этомь разложени рЪшалась уже въ упражнен1и 31; она сводилась къ рфшеню 
системы шести линейныхь уравнен (187). Возможность этого р$шеюя обуело- 
вливалась тфмъ, чтобы опредфлитель, составленный изъ коэффищентовъ лри шести 
неизвЪстныхъ: #1. 7, ... 2 не быль равенъ нулю. Покажемъ теперь, что гео- 
метричесвй смысль этого требованйя состоить въ томъ, что шесть даннытъ 
прямыхъ не должны принадлежать одному и тому же комплексу пер- 
ваго порядка. Для этого предположимъ, что въ указанномъ опредфлителЪ. въ 
его посл$днемъ столбц$ векторы \;, и, замфнены перем$нными векторами п, м. 
тоже связанными между собою условемъ и. ш— 0, т.-е. тоже опрелфляюними 
прямую линю, и приравниемъ этотъ опредфлитель нулю: 


м.п, п.п, п. п.п п.м п.п, 
м. и. п.м п.п м.п. п. м.п, 
. . . и. п.п . 
> ой т к ы. т . _ т. м ый . е 1) (364) 
а и о в 1 
м.п, О №..щ Ш. п. м. 
1, . 05 №. . И. О ш.-щ м-в ш. в 


Разложимъ его по элементамъ послфдняго столбца: 
Аи. п, + Ам. | Ам. ип, + Бла. п, -- Быт. и, + Вт. и. ==0 (365) 


тлф А,, А., ... В. соотвЪтственные миноры; ихь можно разематривать. какъ 
скаляры въ разложени нЪкоторыхъ векторовъ А и В по векторамъ п,, ц,. и, 
предполагаемымъ не комплянарными (упр. 31): 


А — Ам, + Ам, -- Азп:, В— В;п, - Вл, + В. п.: 
тогда уравнене (365) принимаетъ вилъ 


А.п-В.ш = 0. 


—= 184 = 


т.-е. опред$ляеть собою комплексь перваго порядка. Этому комплексу принадле- 
жать прямыя (п, ш.), (и», мь), ... (м5, и,); потому что если въ опредфлитель (364) 
подетавлять эти элементы вмфсто перемфнныхь п, ш, то два столбца его лЪлаются 
равными. т.-е. элементы названныхь пяти прямыхъ удовлетворяютъ уравненю 
комплекса. Можно сказать, что эти прямыя опредфляютъ собою комплексъ; по- 
тому что, вакъ мы знаемъ (8 136), комплексъь перваго порядка пятью прямыми 
вполнЪ опредфляется. Опредлитель, составленный изъ коэффищентовт, при не- 
извфстныхь въ уравненяхъ (187), получаеть теперь видь: 


А.и +В. ш;; (366) 


для разложимости силы по шести прямымъ онъ не долженъ равняться нулю, т.-е. 
прямая (и,, м.) не должна принадлежать вышеуказанному комплексу. Что п тре- 
бовалось доказать. 

Въ упражненш 38 мы разлатали силу по ребрамъ тетраэдра. Фактическая 
возможность этого разложешя теперь видна изъ того, что шесть реберъ тетраэдра 
никоимъ образомъ не могутъ принадлежать одному и тому же комплексу перваго 
порядка: а пменно, прямыя комплекса, проходяная черезъ одну точку, лежать. 
въ одной плоскости; въ вершинахь же тетраэдра сходятся три прямыя, не лежа- 
упя въ одной плоскости. 

71. Услове возможности равнов5ст шести силъь на шести данныхъ прямыхъ. Эти 
шесть прямыхъ должны прпнадлежаль одному и тому же комплексу перваго по- 
рядка. А именно, условя равновЪс1я могутъ быть выражены уравненями, которыя 
получатся, если въ векторальныхъ уравнешяхъ (185) п (186) вторыя части зам?- 
нить нулямл; при этомъ и въ скалярныхъ уравневяхъ (187) вторых части замЪ- 
нятся нулями, а тогда для совмстности ихъ необходимо, чтобы опредфлитель, 
составленный изъ коэффищентовъ при неизвЪстныхъ, т.-е. выраженте (366) равня- 
лось нулю- 

12. Услоше возможности разложеня силы по пяти даннымъ прямымъ. Оно приво- 
дится къ предыдущему: потому что еслн данная сила эквивалентна пяти силамъ, 
то сила, равная, протнвуположная лавной п лежащая на той же прямой, съ этими 
пятью силами уравновЪ$шивается. 

13. Для возможности равновфся силъ, лежащихъь на пяти данныхъ прямыхъ, не- 
обходимо, чтобы эти прямыя принадлежали одной и той же контруэнщи перваго 
порядка. А пменно, условя равнов$я выражаются уравнешями, которыя поду- 
чатея, если въ уравнешяхъ (187) шестые члены первой части отбросить, а вторыя 
части замфнить нулями. Для совмфетности такихь шести уравненй нужно, чтобы 
два опредфлителя пятаго порядка, составленные изъ коэффищентовъ при неиз- 
вЪетныхъ, были раввы нулю. Жели четыре прямыя считать произвольно задан- 
ными, то калдос изъ этихъ услоый выражаетъ требован1е, чтобы пятая прямая 
принадлежала и1и:оторому комплексу; слФдовательно эта прямая должна при- 
надлежать контруэнщш, опредфляемой двумя комплексами. Нетрудно убфдилься 
вЪ томъ, ЧТО всЪ пять прамыхъ лолжны принадлежать одной и той же конгруэнши. 

714. Для возможности равновЪся силъ, лежащихъ на четырехь данныхъ прямыхъ, 
необходимо, чтобы он%ф принадлежали одной системЪ образующихъ ифкотораго 
линейчатаго типерболоида. Вь этомъ можно убЪдиться разсуждешями, подобными 
прелыдущимъ. 

75. Возможные винты скоростей и уравнов$ шивающяся динамы. По принципу воз- 
можныхь перемфщен!й твердое т%х0 находится въ равновЪсш, если сумма работъ 
всЪхъ силъ относительно всЪхъ возможныхь для тЪла безконечно-малыхъ иере- 
мфщенй равна нулю 1). Всё силы, приложенныя къ тверхому тфлу, приводятся 


1) Случай неравенствъ здЪсь исключается изъ разсмотр ня. 


= До 


къ динамЁ (Р.В) (88 73 п 82), а всякое возможное неремфщеше кь винтовому; 
причемъь перемфщенле всякой точки можеть быть замфнено произведенемъ ея 
скорости на безконечно-малый множитель пронорцональности (5). Поэтому воз- 
можныя винтовыя перемфщешя опредфляются возможными винтовыми скоростями 
(1, <) (8 83). Формула (359) выражаеть работу динамы относительно безконечно- 


малаго винтового перемфщения; поэтому условые равнов$ая состоитъ въ томъ, 
чтобы 


(РЕВ. о 1.В Жо=0, (367) 


т.-е. чтобы винты (Р) н (2) были взаимны или, чтобы выполнялось услов!е (360). 
При этомъ вопросъ о равновфеш можеть быть поставлень двоякимъ образомъ: 
можно считать данными элементы, опредляющие динаму, п р$фшать вопрось о 
томъ, при какихъ винтовыхъ перемЪщеняхъ выполняются условля вида (367) или 
(360), или же считать заданными возможных винтовыя перемфщешя и опред$лять 
т% динамы, которыя могуть на тверломъ т$лЪ уравновЪтивахься съ сопротивле- 
ями всфхъ связей, отраничивающихъ его подвижность. Формула (367) пли (360) 
вполн® симметрична относительно элементовъ, опредъляющихъ винть линамы и 
винтЪ скоростей; поэтому два указанныхъ вопроса совершенно аналотичны другъ 
другу, ‹.-е. если на основан одного или нЪсколькихъ условй вида, (867) пли (360) 
спстема, (5) линамъ уравновЪфшивается на твердомь тфлЪ для котораго возможна, 
система (5) винтовыхъ скоростей, то и наоборотъ, система ($) динамъ уравно- 
вфшивается на твердомъ тфлЪ, для котораго возможна система (5) винтовыхъ 
скоростей. 

76. Случай одного условя связей. Изъ упражнентя 67 сл$дуетъ, что существуетъ 
только одинъ опред$ленный винть дннамы, взаимный съ винтами возможныхь 
скоростей, т.-е. уравновшиваюлайся съ сопротивлен1ями этой связи. Абсолютная 
величина силы № при этомъ роли не играетъ. 

71. Случай двухъ условй связей. Въ этомъ случа имфемъ услов1я (362), ко- 
торыя показываютъ, что существуютъ два винта динамъ, взаимные съ винтами 
возможныхЪ скоростей. Но отсюда слфдуетъ, что такихъ винтовь динамъ без- 
численное множество, — это винты всфхт динамъ, которыя получаются отъ сло- 
женя двухъ первоначальныхъ динамъ (Р,, №) н (№, В,). ДЪйствительно, сумма 
работь двухъ динамъ относительно какого-либо винтового перем щеня равна 
работЪ равнолфйствующей днвамы относительно того же перемфщеня; поэтому, 
если винты слатаемыхъ динамъ взаимны со всфми винтами возможныхъ скоростей, 
то это будетъь и для винта равнодфйствующей линамы. Абсолютныя величины 
силъ № и №, роли не играють; мфняя отвошене между ними и каждый разъ 
окладывая динамы, мы получаемъ линамы съ винтами, которые всЪ припадле- 
жать нфкоторому цилиндронлу. Въ упражнеюяхъ 28 и 29 это показано для 
частнаго случая сложеня виятовъ. Не доказывая этого для общаго случая, 
замтимь только, что этоть вопросъ сено связанъ съ 1$мъ, что сказано въ 
$8 145, №6 п 147 о двучленной групн% комилексовъ (см. Ва!-@тауе Низ, 
Месвал захтег Зузбеште. Зеве!, Твеоме 4ег Вемесипо цпа 4ег Ктайе). 

Итакъ, при двухъ условяхъ связей мы имфемъ комплексь второго порядка 
возможныхь винтовыхь скоростей (упр. 68) и цилиндроидь винтовъ динамъ, ура- 
вновфшивающихся съ сопротивленями связей. 

18. Случай трехъ условЙ связей. Мы имфемъ здесь группу соосныхъ гипер- 
болоиловъ. Одна система образующихь каждаго изъ этихъ гиперболоидовъ опре- 
дфляеть собою оси возможныхь винтовыхъ скоростей (упр. 69); другая система, 
образующихь представляеть оси винтовъ динамъ, уравновфшивающихея съ со- 
прогивлешями связей. ДЪфисчвительно, на томъ же гиперболоидЪ образующия 
одной системы пересфкаются со всфми образующими другой системы, и услове 


= 


взаимности (367) выполняется, если еще для параметровъ динамы и винтовой 
скорости взять Р = — р. 

79. Общий обзоръ винтовъ (Р) и (2). Ца случаЪ трехъ услов! связей можно 
остановиться и объ оставшихся случаяхъ четырехъ и пяти условйЙ связей сдф- 
лать заключене на основанш предыдущато. Для этого нужно только принять во 
вниманте, что услов!е взаимности (367) симметрично относительно обояхъ вин- 
товъ (Р} и (р); такъ что если переставить нараметры Ри р, и векторы В исх 
одинъ на место другого, причемъ векторъ № изм$нить свое направлеше на про- 
тивуположное, то выражеше (367) не изм$нится. Вел$детв!е этого системы уравно- 
вЪшивающихся динамъ при четырехъ и пяти условзяхъ связей представляютъ то же 
самое, что системы возможныхь винтовыхъ скоростей при двухъ или одномъ 
условиг связей, а возможныя винтовыя скорости при четырехъ в пяти условяхь 
связей представляютъ собою то же самое, что уравнов$шиваюнияся динамы при 
двухъ и одномъ усломяхъ связей. Сопоставляя вмЪстЪ все сказанное, мы полу- 
чаемъ слфдующую таблицу: 


Чиело условй Система винтовъ Система винтовъ 
связей. возм. скоростей. уравнов. динамъ. 
1... система вкомплексовъ перваго 
ПИ, 5 за во о 1 винтъ, 
2... система конгруэнщй перваго 
порядка, образующая ком- 
плексь 2-го пор. ..... цилиндроидъ. 
3... система образующухь с00с- 
ныхъ гиперболоидовъ .. - другая система образую- 
щихъ тЪхъ же соосныхъ 
гиперболоидовъ. 
4...  пилинлроиль ие - система конгруэнщй 1-го 


пор-, образующая ком- 
плексъ 2-го пор. 

В во па ПН с лено а спетема комплексовъ 1-го 
пор. 


ГЛАВА 1. 


Перем$нные векторы. 
Геометрическое дифференцированте. 


157. Перембнный векторъ. ИзмЪфнене вектора можно поставить въ 
зависимость или отъ измЪнен1я одной или н%®сколькихъ скалярныхъ 
перем$нныхъ или оть измфнен1я одного или нЪфеколькихъ другихъ 
вевкторовъ. Въ этой глав мы раземотримъ изм$неня вектора пер- 
ваго рода. 

Разсматривая векторъ какъ функцию одного или н%Ъеколькихъ 
скалярныхъ перемЪнныхъ, мы приходимъ къ понято о дифференци- 
роваши векторовъ. Мы разберемъ этотъь вопросъ по порядку для сво- 
болнаго, передвижного и опред$леннаго векторовъ и будемъ сначала 
предполагать, что векторъ зависитъ отъ одного скалярнаго перем$н- 
наго параметра. 

158. Геометрическая производная. Пусть свободный векторъ и зави- 
сить оть одного скалярнаго перем ннаго & и представляетъ непрерыв- 
ную и однозначную функцию его. Эту функцию мы будемъ разсматри- 
вать вакъ функц1ю геометрическую, т.-е. будемъ предполагать, что 
съ изм$нешемъ & опредЪленнымъ образомъ изм$няется нетолько вели- 
чина но и направлевше вектора. Такъ какъ для своболнаго вектора 
положеше его начала никакой роли не играетъ, то можно это начало О 
выбрать произвольно и сохранять его при веякомъ значении &, Пуеть 
будуть ОА и ОЛ’ положеня даннаго вектора, соотв тетвуюния значе- 
нямъ фи $ независимаго перем ннаго. По правилу 
геометрическаго сложеня можно написать: А 


< та 


Векторъ А.А’, который нужно геометрически при- - А 
гожить къ вектору п, чтобы получить измненный Фиг. 47. 
векторъ 1’, мы будемъ называть геометриче- 

скимъ приращенлемъ вектора и и обозначать символомт: 


вАА' = тв, 


и —=п--в АА’. 


= 18) == 


употребляя знакъ т въ отлище отъ знака алгебраическаго приращения А. 
При непрерывномъ измнен: вектора а безконечно-малому прираще- 
ню #—#=4} соотвфтетвуетъ безконечно-малое же геометрическое 
приражене и, которое будетъ, вообще говоря, того же порядка малости 
какъ и 4+. Условимея называть пред лъ отношен:я геометриче- 
скаго приращен1я вектора къ приращен1ю независвимаго 
перем ннаго 
п, = 2-5 (368) 

геометрическою производною вектора п. = 

Геометрическую производную мы будемь разсматривать какъ 
новый вектору, и притомъ тоже свободный, т.-е. будемъ вышеука- 
занному предфлу припивывать нетолько численное значеше, но и опре- 
дфленное направлене, считая его начало произвольнымъ. За напра- 
влен!е вектора п, примемъ то направлене, которое получаетъ век- 
торъ АА’ вь предфл%, когда, съ уменьшенемъ Дф, точка А’ стремится 
совпасть еъ точкою А. 

Понят!е о геометрической производной введено повидимому Сэнъ- 
Венаномъ (За-Уепапь). 


159. Годографъ вектора. При непрерывномъ изм$нен!и вектора п 

и сохранен его начала его конецъ А описываетъ нЪкоторую сплош- 

ную линю. Эта лия называетея годогра- 

ИК фомъ (побоетарВ) даннаго вектора. Геоме- 

ь трическое приралцеше А.А’ представляется 

хорлою этого годографа. При переход къ 

прелфлу, когда точка А’ стремится совпасть 

съ точкою А, эта хорда принимаетъ напра- 

влеше касательной къ годографу въ точ? Д. 

Фиг. 48. Мы видимъ, что направлен1е геометри- 

ческой производной п, вектора й опре- 

д$ляется направлен1емъ касательной къ годографу въ точк® А, 
служащей концомъ вектора в при данномъ значени $. 


160. Геометрическя производныя высшихъ порядковъ. Векторъ п, 
есть опять геометрическая функця параметра # при этомъ начало его, 
какъ вектора свободнато, можно считать постояннымъ и взять или въ 
точкЪ 0, началЪ даннаго вектора, или въ какой-либо другой точЕЪ. 
Опред$ляя подобно предыдущему геометрическую производную век- 
тора и: 
си, 


п, —= Иш-у, 


(369) 


мы получаемъ новый векторъ п., который по отношеню къ первона- 
чальному вектору и называется его геометрическою производною 


о 


второго порядка. Этотъ векторъ имфетъ направлене касательной 
кь годографу вектора а. Мы и его будемъ считать векторомъ сво- 
боднымъ. 

Продолжая эти разсуждешя дальше, мы приходимъ къ понятю 
о геометрической производной порядка я; такъ мы будемъ на- 
зывать свободный векторъ п», полученный какъ геометрическая произ- 
водная вектора п„, служащаго геометрическою производною по- 


рядка »—1 вектора п: 
И _1 


п, = т т 


(370) 


Векторъ п» тоже является геометрическою функцлею параметра ф и 
имЪетъ направлене касательной къ годографу вектора п„_: въ той 
точкВ, которая служить концомъ этому вектору при данномъ значении 
параметра, #. 

161. Составныя части геометрической производной перваго порядка. 
Полное измЪнене вектора зависитъ отъ изм$невя его длины и отъ 
измфневян его направлешя. Этимъ отдфльнымЪ изм$невямъ соотвЪт- 
ствуютъ отдЪльныя геометрическая производныя, которыя можно на- 
звать частными геометрическими производными по длинЪ и 
по направлен1ю. Поемотримъ, какъ онф выражаются и какъ изъ нихъ 
слагается общая (или полная) геометрическая производная. 

При измфнеши только длины зектора п точка АД’ упадаетъ на. 
прямую ОЛ, съ той или еъ другой стороны отъ точки А смотря по 
тому, увеличиваетен ли или уменьшаетея длина вектора. Въ обоихъ 
случаяхъ мы имфемъ 

тензоръ (та) = Ан, 


т.е. численно геометрическое приращеве равно алгебраическому, & 
для тензора геометрической производной по величин находимъ 

и = Ша —. = Е. (371) 
т.-е. эта производная численно выражается обыкновенною производною 
отЪ и, Какъ аналитической функщи параметра #. Векторъ, изображаю- 
ний эту производную, будемъ строить по общему правилу: его напра- 
влеше опред$ляется направленемъ вектора А.А’, т.-е. оно совпадаеть 
съ направлешемъ вектора ип, если Ах> 0, и ему противуположно, 
если Аи < 0. 

При изм$нени только направлешя вектора и при вохранени его 
длины его геометрическое приращеше АЛ’ представляется основащемъ 
равнобедреннаго треугольника АОЛ’; полагая Д(АОЛ’) =, имфемъ: 
а 


АА’ — Зи вт э— 


—= 1180 — 


поэтому для тензора геометрической производной по напра- 
влен1ю находимъ: 


ы а г & 
д из — 8Ш — 
р ИИ т и Не" 
о = и = = др * 

0 в о 
А Полагая 
Фиг. 49. С 
Пт-; = (372) 


окончательно имЪемъ: 
м (373) 


Мы будемъ называть « угловою производною вектора п по пара- 
метру $. Если бы этотъ параметръ былъ время, то ® была бы угловою 
скоростью вращеюя вектора. Шри безконечно-маломъ измфнеши век- 
тора п уголь « тоже безконечно-малый; слЁдовательно уголь (ОАДА” 
равный т/2 — а, безконечно-мало отличаетея отъ прямого; поэтому век- 
торъ п”, имя, по общему правилу, предфльное направленше геометри- 
чеекаго приращенля, теперь перпендикуляренъ къ данному вектору п. 
Чтобы точнфе опредЪлить это направлевще, предетавимъ себЪ кониче- 
скую поверхность, которую описываетъ векторъ п, когда его начало. 
остается постояннымъ, и касательную плоскость, содержащую векторъ п 
въ данномъ его положени; эта плоскость опред$ляетъь собою предфль- 
ное положеше плоскости треугольника АОА’, и въ ней и лежить 
векторъ п”. Итакъ, геометрическая производная по направле- 
н!ю есть векторъ, перпендикулярный къ данному вектору, 
лежитъ вЪ касательной плоскости къ описываемой этимъ век- 
торомъ конической поверхности я направлена въ ту сторону, 
въ которую поворачивается данный векторъ при измЗнен!и 
параметра $. 

162. Выражене полной геометрической производной черезъ частныя. 
Возвраацаясь опять къ общему случаю 
изм неня вектора, разложимъ его пол- 
ное геометрическое приралцеше АА” 
на частныя прираженя: АА” по на- 
правленю и А”А’ по ведичинЪ, такъ 
что 


п — АД’ = в АД" в А" А", 


Фиг. 50. 


На направленяхъ АА’ и АА” отло- 


жимъ векторы: 


„__ ВАЛ". 
АВ" =“; 


=} == 


изъ подобя треугольниковь АА”А’ и АВ"”В’ слЁдуетъ, что 


вА" А’. 


В'Е— =; ; 


принимая во внимаве, что 
вАВ —=вАВ"-- в В"В 


й 910 эта зависимость сохраняется и при переход% къ пред$лу, а стоя- 
пе въ ней векторы обращаются въ полную и въ частныя геометриче- 
сюя производныя, находимъ: 


== |- Ш”, (374) 


тгдё п,’ и Ц.” опредфляются по формуламъ (371) и (373). Такъ какъ 
кром того эти векторы взаимно перпендикулярны, то численно 


и.=У илья. ме (375) 


163. Составныя части геометрической производной второго порядка. 
Формула (374) примфнима при всякомъ значени параметра & когда 
этотъ параметръ получаетъь приразцене Д& то вс три члена этой фор- 
мулы получаютъ геометричеемя приращеня, и мы опять имЪемъ: 


п-т, == (али, (а, ”); 


ВИЙ # и 
ТИ, =,’ -- <. ”. 


По направленямъ этихъ трехъ векторовъ построимъ векторы, имъ про- 
поршюональные, которые получаютея отъ умножевя тензоровъ предыду- 
щихъ векторовь на 1/Аё переходя къ пред®лу, имфемъ: 


ты 


в и." 
и, == Ио Пя т -Н Ши 
т.-е. полная геометрическая производная второго порядка есть геоме- 
трическая сумма полныхъ геометрическихъ производныхъ отъ частныхъ 
теометрическихъ производныхъ перваго порядка. Раземотримь въ от- 
дЪльноети эти слагаемыя: 


сп." <. !! 
1 м —=Ит-— 


у — Пт ДЕ м 


Каждая изъ нихъ состоитъ изъ двухъ слагаемыхъ: геометрической 


производной по величин (у и м") и геометрической производной по 
направлению (у”’ и м”). По формул (371) производная 


П. Сомовъ.— Векторальный энализъ. п 


= 


и направлена по П,', те. по и. По формул (378) 


причемъ ® та же самая угловая производная, что и въ формул (373), 
такъ какъ при изм$нени # на Дф векторъ п,’ поворачивается на тотъ же 
уголъ, какъ и п: векторъ у’ перпендикуляренъ къ п,’ и направленъ въ 
касательной плоскости къ конической поверхности, которую описываетъ 
векторъ п, т.-е. направленъ по п,”. Дал%е 


а® 
п-т в" 


о ди 


векторъ \’ направленъ по п,”. Чтобы наконецъ опред$лить векторъ \/”, 
замфтимъ, что измфнене направлен1я п,” зависить отъ двухъ причинъ: 
отъ изм$нешя направленя вектора п, къ которому векторъ п,” пер- 
пендикуляренъ, и отъ изм$неня касательной плоскости, въ которой 


лежитъ и,”. Первое изм$невюе даетъ геометрическое приращеше, тен- 


зоръ котораго 2и.“зт 5 -, направленное, въ предЪлЪ. перпендикулярно 


а 
р 
вЪ п”. въ сторону вращеня этого вектора, т.-е. противуположно век- 
тору п; этому по формул (373) соотв тствуеть геометрическая произ- 
водная 
в Аи ое 

и векторъ м,’ направленъ противуположно вектору п. Пусть будетъ В 
уголь между касательными плоскостями, содержащими векторы п ип; 
изм$неще вектора мы велЪдетвле изм$неня направлен1я касательной 


плоскости даетъ геометрическое приралцеше, тензоръ котораго 2%," 5 В 


и которое въ пред лЪ перпендикулярно къ касательной плоскости и ел - 
довательно перпендикулярно къ п’ и къ 0,"; этому по формул (373) 
соотв тетвуетъ геометрическая производная 


глъ 


= = 
Пт № 
Соединяя всЪ результаты вмфетЪ, мы находимъ, что полная геометри- 
ческая производная п, вектора п состоитъ изъ трехъ слагаемыхъ: 


И, =У м,” по вектору п. 
И’ —=У’-м’ по вектору п,', 


и,”—= м, с перпендикулярно къ пи въ п,". 


— 103 — 


Тензоры этихъ векторовъ: 


й Фи 2 
> Ра с 
по 94 4%ф 1 442%) 3 
ое Сео 48» 
и” == 0-е. 


164. Приложеня въ механикф. Скорость у въ движен!и точки есть 

геометрическая производная ея полярнаго вектора г по времени: 
те 

==! . 811 

=; (377) 

Ускореше м точки есть геометрическая производная перваго порядка 

ея скорости или геометрическая производная второго порядка ея по- 

лярнато вектора: 


и. (378) 


Частная геометрическая производная скорости по величинЪ, 


4 Е. 


й (37 


9) 
называется тангенщальнымь ускорешемъ потому, что направлена по 
<корости (въ ту или другую сторону), т.-е. по касательной къ траек- 
тори. Частная гебметрическая производная скорости по направлен!ю 


4 = ®6 (380) 


называется нормальнымъ ускорешемъ потому, что перпендикулярна въ 
скорости. Плоскость, въ которой лежитъ это ускореве, опредзляется 
скоростями у ит’ въ моменты фи $-- АЕ эта плоскость есть пред®ль- 
ное положеше плоскости, параллельной этимъ скоростямъ (8 161). От- 
сюда видно, что нормальное ускорене направлено по главной нормали 
къ траектории, такъ какъ вышеуказанная плоскость есть плоскость со- 
прикасаня. Понятно, что въ этой же плоскости лежитъ (или ей парал- 
лельно) полное ускореве м. Угловая производная ® есть угловая ско- 
рость вращевя вектора у, такъ какъ я есть уголь между уит. Если 
В есть радлусъ кривизны траектор, то 


В= Во” Ни, (881) 


и формула (380) поэтому даетъ: 
УЕ Я < 


Построимъ по направленю полярнаго вектора г векторъ г’ = г, 
и* 


— #04: — 


глф м масса матеральной точки (г). Количество движен1я этой точки 
К— му есть геометрическая производная вектора г’ 


М 
А == и; ь 
Посл% этого основной законъ динамики точки представляется такъ: во 
вся моментъ геометрическая производная количества движеня мате- 
ральной точки геометрически равна ыы на эту точку сил Е: 


эм — К, = Шо ==). (383) 


Приложеня и упражненя. 


80. Движеве точки въ плоскости задано ея полярными координатами к и $, 
какъ функшями времени; опред®лить ея скорость. ОтвЪтъ: По формул% (375) 


ах \?2 @ \2 
#— ЧЕ де 
у (+) И (=) 
Члены, стоящце подъ знакомъ корня, суть слагаемыя скорости по радусу-век- 
тору и къ нему перпендикулярно. 


81. Опред$лить ускореше въ предыдущемъ движенш. Отв ть: Можно при- 
мфнить формулы (876), положивъ тамъ в =0, такъ какъ векторъ г остается въ 


одной плоскости. Итакъ: 


а(" ) 
‚_ а* а \2 1 аЕ ие 
= в -= ) ма г а К и го 


82. Движеюе точки въ пространств задано полярными координатами г, 
9, х, какъ функшями времени. Опредфлить ея скорость. РЕ шен1е: Она состоить 
изъ двухъ частныхьъ геометрическихь производныхь вектора к:г;’ по величин 


. е у. 
и г.” по направленю. Для первой мы прямо напишемъ и,’ т Дая опред$ле- 


ня второй найдемъ соотвЪтствующее ей частное геометрическое приращене "к, 
зависящее отъ измфневшя направленйя вектора к. Это измёнеше обусловливается 
измфненемъ двухъ угловъ, $ и $; поэтому т"г слагается изъ двухъ геометриче- 
скихъ приращенй, взаимно-перпенликулярныхъ: "АЗ и из ЗАф. Соотвтствующия 
имъ геометрическая производныя булутъ пиЪть своими тен зорами: 


Итакъ находимъ: “ 


У = 1 —- н/ —- и 
а такъ какъ эти векторы взаимно-перпендикулярны, то 
та’ \? 0 \ @+ \? 
=И (=) Е (5 =) + вяз (95°). 


83. ОдредБлигь ускореве вгорого порядка вь какомъ-нибудь движеши 
точки. Огв$зть: Такь называется геометрическая производная ускореня перваго 


— 165 — 
порядка или геометрическая производная второго порядка отъ скорости; она ©0- 
хтоитъ изъ трехъ слагаемыхъ: 
УЕ == НУ” Е", 


тд по формуламъ (376), (381) и (382): 


Е 
м иго. 
#3 
ое (384) 
Ре О о 7 
#3 
Е 


причемь въ послЪдней формул В’ есть радлусъ крученя траектори: 


О И И 
3 = ИМ 8 == ) 

тлф В уголь кручения, т.е. уголь между смежными плоскостями соприкасавя, 
Отсюда = =5/В', что и подсгавлено въ третшо изъ формулъ (384). Изъ сказан- 
наго въ 8 163 видно также, что ускореше у.’ направлено по касательной къ 
траектори, у,”--по главной нормали, *„”’—по бинормали. 


В' = Им 


Теометричееня производныя различныхъ соединен свободныхь 
векторовъ. 


165. Геометрическя производныя геометрической суммы. Предполо- 
жимъ, что вЪ геометрической сумм 


8—=и-НуУм-... 


всЪ слагаемые векторы даны какъ геометрическая функщи одного и 
того-же параметра $. При значеши $-- Аф имЗемъ: 


8-18 = (и) (НЕ (м Ем)... 
18 —чи м --ти--... 


ДЪфля на ДР и переходя къ предЪлу, мы по общему правилу объ умно- 
женш на скаляръ должны принимать, что векторы 


1 1 
др р“, -.. 


и. — 
ы 4$ 


У 


постоянно сохраняютъ направленн соотв тетвенныхЪ геометрическихъ 
приращен!й; поэтому въ предл они принимаютъ направленя со- 
отв тетвующихЪ имъ геометрическихъ производныхъ; отсюда 


ии у, --... (385) 


— 166 — 


т.е. геометрическая производная геометрической суммы равна 
геометрической сумм геометрическихъ производныхЪ отд ль- 
ныхъ слагаемыхт. Вообще 


За — Мн | У мь-Ё ... (386) 
Понятно также, что если 


м — п, 
то 
М — И, — У). 
166. Геометрическая производная произведеня вектора на скаляръ. 


Если 
У, 


тдз скаляръ 9 предполагается функщею параметра Ь то при #-|- 4 
имфемъ: 
у-- т — (9-Е 49)@&-- =), 
зу — Ади -- ди -- Ади; 


дЪля на Др и переходя къ предФлу, находимъ: 
У; = г и ац,; (387) 


т.е. правило дифференцирован1я даннаго произведения совпадаетъ съ. 
формулою Лейбница, если тамъ аналитическую производную второго 
множителя замЪнить геометрическою. 

167. Производная геометричеснаго произведеня. Геометрическое про- 
изнедеше есть скаляръ; поэтому мы должны разематривать не гео- 
метричеекую, а только аналитическую производную этого произведеня. 


Если дано 
р==и.т, (388) 


гдф и и у геометричесяя функщи параметра & то при значени #-- 4$ 
имЪемъ: 
р-- Ар — (и чм). (у-- ту). 


Раскрыван скобки по правилу геометрическато умноженая геометриче- 
скихъ суммъ и принимая во вниман1е равенство (388), находимъ: 


ДАр= и. Уи. лу-- ти. ту. 


Для на ДЬ принимая во внимане, что направленя векторовъ отъь 
этого не измфняютея, и переходя къ предфлу, получаемъ: 


ар ._ та Пт Ра р 
а == ду. У-- И. Ш д; -- Ша д; . Шалу =, .у--9.у,. (389) 


5 ЦОЙ == 


Мы видимъ, что правило дифференцировавя геометрическаго произве- 
деня совпадаетъ съ формулою Лейбница для дифференцироважня про- 
изведения двухъ функц. 

Это правило распространяется и на производныя высшихъь по- 
рядковъ: 


р 


а(и. — ть ) 
ав — Я ы =. Уи, м, и, И. У, —= 


вые и. т., (390) 


и вообще 


| —1 
д" Е. Ни. ет и. ож 4 


=". ные И № А = И 9) 


168. Геометрическая производная векторальнаго произведеня. Если 
дано 
4—0 Жут, (392) 


то при #—- А$ чаходимъ: 
9-9 — (и м) Ж и -- =). 


Раскрывая скобки по правилу векторлальнато перемножен1я теометри- 
ческихъ суммъ, причемъ необходимо сохранять порядокъ множителей, 
и принимая во вниман!е равенство (392). находимъ: 


19 — (зи Ж у) -- (ИХ =) Е (а Х <; 
дЪля на АЁи переходя къ предфлу, получаемъ: 
:. < ы с хи Е 
м К ть Е (и; У) (Вох т), 


Нодобно этой формул легко вывести формулы для ‘геометрическихъ 
производныхь высшихъ норядковъ: 


9, — (и, Жу)-- 2(и, Жу,) ЁР(шЖт,), 


и вообще 
Чи (в, Хаит)", хз). 
Я 9: — Е (мир мет. . ХХ %). (394) 


Упражнешя. 


84. Вывести формулу для производной скалярно-векторальнаго произведена 


Е=п.уж и. 


— 168 — 


Отв ть: 


ЯР щи -ух ии. Хин. т м. 


85. Вывести формулу хля геометрической производной векторально-векто- 
ральнаго произведеня 
8=пхж(хм.. 
ОтвЪтъ: 


ви, ХХ м) их (9, Хи) ах (УХ м). 


86. Показать, что геометрическое произведете орта на, его геометрическую 
производную равно нулю. 

87. Показать, что вектортальное произведене орта на его геометрическую 
производную имфеть своимъ тензоромъ угловую производную орта. 

88. Показать, что векторлальное произведеше вектора на его геометриче- 
скую производную имфетъ своим тензоромъ ввалратъ тензора вектора, умно- 
женный на его угловую производную. 

89. Выразить ускорене точки (х) твердаго т$ла, при его лвижени окохо по- 
стоянной осп съ перем$нною угловою скоростью, предполагая, что ось проходить 
через полюсъ. ОтвЪтъ: Изъ формулы лля скорости (72), у= ® Х к, имфемъ: 


м — (®@ ЖЕ) - (® Х г), (395) 
причемт, 
А =) от а, = 
такъ что 


м—=ох(охь = жи) Чо (®Ж г) + (о. то — як. 


90. Какъ измфнится эта формула, если ось вращеня не проходить черезь 
полюсъ? 

91. Выразить ускореше точки (2) при движени твердаго тфла около пере- 
мфнной оси, проходящей черезъ полюсъ. Отв$тъ: Формула (395) остается безъ 
изм нен!я; только теперь ‹, есть полная геометрическая производная угловой 
скорости. 

92. Выразить ускорене точки (К) въ общемъ случаз движетя тверлаго 
тфла. Отв ть: Изъь формулы (74): 


У == Ко Е [®Х (1, — кии) + [© Х @ — ео], (396) 


ГД г, ускорене точки (хг,). 
93. Изъ формулы (383) вывести законъ момента количества движе- 
н1я матеральной точки. Рф шен1е: Эта формула, даетъ: 


гхи =ихЕ, 
ИЛИ 


9и(г Ж т) =ЕЖЕ. 


Векторъь з—=гЖг, есть моменть скорости, а векторъ 8 =х ХК =ЕЖиу, мо- 
менть количества движегя. Геометрическая производная этого послёдняго мо- 
мента: 


1 == в, == (к, Ж ги) -- и Ж 1] = к Х г,). 


——100) —= 


Итавъ получаемъ: . 
ми Е: 
что и выражаеть требуемый законъ. Если гх Е == 0, т.-е. если сила, направлена 
по г, то №, =0 или в, =0; откуда слфдуетъ, что тогда векторъ к Же, геометри- 
чески постояненъ. Этотъ результать представляеть собою законъ площадей. 
94. Изъ формулы (388) вывести уравнен!е работет. Умножпмъ 06% части 
этого равенства, геометрически на скорость у = *,: 


ИМ. У== Е. У. 
По формуламъ (379) и (380) 


а _ 1 4) 
к у Ш — 1 ее ПЕ А . 
М. У— (м М"). у=м Е = 5; 
поэтому 
а (5 т 
Е, 
ПА 3 


или, такъ вкакЪъ У — тг, то 
1 Ю |} — | 
|, р] 99} — Ш. 


Первая часть этого равенства есть приращен1е кинетической энергши, вторая 
часть — элементарная работа. 

Подобнымъ же образомъ можно вывести обще законы динамики системы 
малеральныхъ точекъ, разсматривая для этого геометрическая суммы векторовъ 
К, к,, Еи ихъ моментовъ. 


Роль ортовъ въ геометрическихь производныхъ. 


169. Разложене геометрическихъ производныхъ по постояннымъ ортамъ. 
Пусть векторъ й разложенъ по ортамъ;: 


и= 11 9 -- 7К. (397) 


Если п есть геометрическая функшя параметра № то скаляры Х, У, 7 
являются аналитическими функщями отъ $. Направленя ортовъ въ про- 
странствЪ мотутъ или сохраняться или тоже измВняться въ зависимости 
отъ +. Сначала разсмотримъ случай, когла орты постоянны. Тогда при 
значения #-- А} находимъ: 


п ш=(х--АХУ-- (АУ НАИВ = (898) 
откуда велфдстые равенства, (397): 


ти —= АХ А Уз -- ЯК. (399) 


Л%ля на Ари переходя къ предФлу, ваходимъ: 


ах. ау. ай 
п, — 1-Е 9-Е ЕК. (400) 


АИ — 


Прилагая эту формулу въ геометрическимъ производнимъ выслихъ по- 
рядковъ, вообще находимъ: 


“Х. , ЧУ. "7 | 


В] 
Ра Рае ео 


170. Разложене геометрическихъ производныхъ по перемфннымъ ортамъ. 
Въ томъ случа, когда направлен!я ортовъ мЪняются въ зависимости отъ 
измВнен1я параметра $, мы должны равенства (398) и (399) замЪнить 
слфдующими: 


п-т = (ХРАХ)а-Р о --У-А-У--АХК---®, 


ти —=АХ-АУ-АЙК-Е 
Г Хя + Уч | 7 Р^лХа- лу АЙ. 


ДЪля на Аф и переходя къ предЪлу, находимъ: 


= (=; ау. 4 
п 


ат аа чек) НУ, -- 2, 


глЪ 1, 1; К, геометричесвыя производныя ортовъ. Послфдн1е три члена 
этой формулы и опред№ляютЪ то вляше, которое оказываеть изм®нен1е 
направленй ортовъ на разложене по нимъ геометрической производной 
вектора и. Легко далфе вывести: 


_@Х, | ФУ, 
= УР Е 1-9 а ык-- 


ах. у ие. 
а (ее, На, хЬ + 3, --2К,, 


и, 


а тавже формулу для ц,„, которую мы уже не будемъ выписывать. 

Такъ какъ длина орта не м$няется, оставаясь равною единиц, 
то его геометрическая производная перваго порядка состоитъ только 
изъ производной по направленйо; она поэтому къ орту перпендикулярна, 
и численно равна его угловой производной (8 161). Это замВчане не 
распространяется на геометричесмя производныя ортовъ второго и 
высшихъ порадковъ; въ ихъ составъ входить и геометрическая произ- 
водная по величин - 

171. Распространене формулы Тейлора на геометричесмя приращеня 
(формула Мёбуса). Обратимся къ формул (399), въ которой Х, У, Й 
данныя м функц параметра $. По формулЪ Тейлора 


бе 4х хх 2 1 4х у 
= и. —. НЭ 2 Г. ПОРЫ ЕЕ АР (А9 Х», 

- 1 2. 1 У ж 
к И Я ы = (АИ Е Е _- ("р У, 


т 
КНР. т 


я и в 
И: =. РА = о А. 2 (Аи Е», 


ЛОЛ — 


гл Х,„, У», И» дополнительные члены разложения. Подставляя эти 
выражения въ формулу (399), расположимъ члены въ слфлующемъ по- 
рядкЪ: 
У ай . © ФХ. | ФУ, ФИ 
(а а Ме Е ры 
(А “Х, мл 
я (Рае Нар Е) ОЕ УЕ 2АЮ. 


По формуламъ (400) и (401) это можно такъ написать: 


р А 
о > (402) 


Эта формула и представляеть собою распространеше на векторы фор- 
мулы Тейлора. Мы знаемь, что ти есть хорда, стягивающан дугу на 
тодографВ вектора и (8 159); поэтому формула (402) можеть служить 
для представления хорды какъ геометрической суммы векторовъ, про- 
порцональныхъ возрастающимъ степенямъ приращен1я параметра # и 
ваправленныхъ по посл$довательнымъ геометрическимъ производнымъ 
даннаго вектора. Въ такомъ смыслЪ эта формула была дана Мёбтусомъ. 
Она служить между прочимъ основаемъ для приближеннаго спрямле- 
н1н дугъ. (См. Г. Сомовъ. Рацюнальная механика, часть |, 8 33). 


Приложен1я о упражневя. 


95. Вывести формулы (371), (373) и (376) при помощи перембнныхъ ортовъ. Эта, 
задача представляетъ весьма полезное приложене къ: 8 170. При разложения по 
ортамъ геометрическихь производных и; и и, вектора и возьмемъ слфдующйя 
перем$нныя направлен ортовъ: 1 по вектору и, }] къ нему перпендикулярно въ 
сторону вращеная вектора п, т.-е. въ касательной плоскости къ той конической 
поверхности, которую описываетъ векторъ и при своемъ измЪнени, Е перпенди- 
кулярно къ этой касательной плоскости въ сторону ея вращешя. Мы имфемъ: 


И — 141; 
поэтому по формулБ (387) 
И = = Е ий, 
Фи, оби. ы 
ет 5 2 алии + щ.. (403) 


Тензоръ вектора 1, есть угловая производная вектора 1 (8 170), а потому и век- 
тора и, направлене же вектора № опредфляется тЪмъ, что онъ перпендикуляренъ 
къ {1 и направленъ въ сторону вращеня вектора и, т.-е. онъ направленъ по }. 
Итакь 


&= НЕ =е Но), (404) 


Такимъ образомъ мы находимъ: 


= г ТЫ 45}, 


= 


что сотласуется съ формулами (371) и (373). Опредфлимь теперь геометрическую 
производную 1,; вторая изъ формулъ (404) лаетъ 


Е Чо . Е 
т 9. 


Геометрическое приращене т}, служащее для опред$левия }., зависить отъ изм?- 
неня иаправленя орта ] въ силу двухъ обстоятельствъ: орть } поворачиваетея 
въ упомянутой выше касательной плоскости на уголь а, такъ какъ онъ перпен- 
дикуляренъ къ п, и поворачивается вслфдетые вралценйя самой касательной плос- 
кости на уголъ 8; первое вращене вызываетъь у } геометрическое прирацене, 
направленное противуположно вектору п, & соотвЪтствующая ему геометрическая 
производная численно равна угловой производной ® вектора и; второе вращене 
вызываеть у} геометрическое прирашее, направленное перпендикулярно къ 
касательной плоскости въ сторону ея вращешя, т.-е. по орту К, а соотв гствую- 


щая этому геометрическая производная имфетъ своимъ тензоромъ = = Ц —- г . По- 
этому можно написать: 
= шек, 
оне Чо урон. 
Велфлетые этого формула (403) получаетъ видъ 
и №, бо \. 
И 1 = ги. 
"> (я оли +(2 идеи оси 


что согласуется съ формулами (376). 
96. Вывести формулу для производной геометрическахго произведеня р =. т, 
когда и и у разложены по ортамъ: 
п — ХЕ-- 77 7, у=ХН- УЕ 
Отвфтъ: 


По — , ! ау’ 
Е ПН И Х+ ме Е 2 


97. Разложить по ортамъ геометрическую производную вектор1альнаго про- 
нзведея 94=и у, когда п и т разложены по ортамъ. Отвфтъ: Для этого 
можно или подставить въ формулу (393) выраженя п, и., у, у, черезъ орты или 
дифференцировать непосредственно произведеше п Х у, выраженное черезъ орты- 
Если орты сохраняютъ свое направлеве, то найдемъ: 


ау 92 ‚19 „ау. 
= та У: —2) т 
ай ах 1х, т ах ау ау" ах' 
+ ( ал . 2+ (их- 1 х+х“: — Ур к. 


Если же направлевя ортовъ м$няются, то къ этому присоединяются члены: 
(УД — #У)ь + (ИХ! — ХИ ОУ! — УХЕ.. 


Перемнные передвижной и опредфленный векторы. 


172. Изиненя передвижного вектора. Для передвижного вектора, 
кромф его величины и направленя, имфетъ значен!е положеше прямой, 
на которой онъ находится. Пусть заданъ перемфнный передвижной 


— Ма — 


векторъ элементами Ц и ш, которые предполагаются геометрическими 
функшями независимаго параметра # и которые, какъ извФетно, по- 
стоянно связаны уеловщемъ 


и, ш = 0. 


Геометрическимъ изм$нешемъ этихъ элементовъ обусловливается и изм$- 
нен!е положеня прямой даннаго вектора. Пусть будуть фи # положешя 
этой прямой при значеняхъ фи #-- 4$ независимаго параметра; вопросъ 
сводится къ опредЪленю угла (1,Г), кратчайшаго разетоявя ф между 
Ти Г и положевя точекъ (го) и (то), служащихъ концами этого крат- 
чайшаго разстоявя. Для значешя $ —- А имЪемъ 


и’ —п-|- та, Ш’ —= ш-|- 1; 


по пи’ можемъ извЪетнымъ образомъ опредЪлить Д (и. и’) = Д (,Г}; 
а для р имБемъ формулу (295), по которой 


ши’ фо. т.ти а. тт 
=. Е 6 ры, (405) 


У@ Хы ИУ Х тар 


По виду зиЪсь числитель и знаменатель одного и того же порядка 
малости; въ дЪйствительности же, при безконечно-маломъ АР и при 
непрерывности геометрическихъ функщй ци ш, разстояне й безконечно- 
малое. Это видно изъ слЬдующахо: по условю 9’.п’=0 имфемъ: 


(и-- та). (и -Р =ш) =п.ш-Ри.-тш ша -- 20.1 = 0, 


откуда 
и. т -- ш. и = — та.тщ, 


такь что формула (405) принимаеть видъ: 


ти. тШ 
Й === 


^ Иахых 

Полярные векторы г, и К’ могли бы быть найдены по формуламъ 
упражненй 57 и 58; но мы ихъ найдемъ въ сл6дующемъ параграф 
другимъ путемъ, 


173. Зависимости между изм5ненями злементовъ п и т передвижного 
вектора и измБненемъ полярнаго вектора его начала. Начало (г) передвиж- 
ного вектора можетъ быть взято на его прямой произвольно; отсюда 
слЁдуеть, что безконечно-малому А не будетъь непремфнно соотвЪт- 
ствовать безконечно-малое же тг, если векторъ г не подчинить н$ко- 
торому ограниченю, принявъ напримЁръ, что началомъ вектора и слу- 
житъ основане г, перпендикуляра, опущеннаго изъ полюса на прямую 


— 


вектора, такъ что г,.и—=0, или принявъ за начало точку го, одинъ 
изъ концовъ кратчайнгаго разстоян1я между двумя безконечно-близкими 
положенями прямой даннаго вектора. Мы будемъ принимать поел%днее. 
Кратчайшее разстояще опред ляется векторомъ г.’ —г., который под- 
чиненъ условямъ;: 


(г — 1). п=0, (г — №). 1’ =0, (406) 


причемъ посл днее услове, въ которомъ п =, можно зам нить 
слЪлующимъ: 
(т — го). та =0. 


КромБ этихъ усломй мы имфемъ для опредЪлен!я векторовъ То и То’ 
еще слЗдуюпия: 

ЕВ ИИ ХИ. (407) 
Задача сводится къ рЪшешю четырехъ уравнешй (406) и (407), изъ 


которыхъ два скалярныхъ и два чисто векторлальныхъ. Напишемъ обпуя 
рЬшен!я уравнений (407) по формулВ (250): 


т, = фа, а ижш ин, 


рр 


г Ё и Ё' произвольные скалярные коэффишенты: они могутъ быть те- 
перь опред$лены по условямъ (406), которыя даютъ для й и’ уравненя: 


м. хш 
РЕ 9 
и. хХш 


2 


у —= 


(п.п) — и = — Е 
ПримЪчан1е. ИзвЪетно, что въ выражешяхъь моментовъ (407) 
вмзсто векторовъ 1, и г,’ могутъ быть поставлены: 


РЕНИ, ти’ 


такъ какъ элементами чи ш, какъ функшями параметра $, перем нный 
передвижной векторъ вполнЪ опредЪляется, то это зам нен!е не должно 
вмять на тт, И дЪйствительно, 


хш == (ом) Ж п! -— (Ра) Ж а == (к Ж а) — (& Жи), 


т.-е. и отв и и я не зависить. 

174. Изм5неня опредБленнаго вектора. Опредзленный векторъ мо- 
жеть быть, какъ мы знаемъ, заданъ двоякимъ образомъ: или его геоме- 
трическимъ значенемъ и и полярнымъ векторомъ г его начала или 
элементами п, ш и $, ГДЪ о — вималъ (8 85). Въ первомъ случаЪ 
векторы п и т разсматриваются какъ свободные и ничфмъ между собою 


не связаны; во второмъ случаф и и ш связаны услошемъ ц.ш—=0. 
Сообразно съ этимъ, и изм$ненлямъ опред$леннаго вектора можно дать 
двоякое представлене. Если ланы (и т, то при всякомъ значени 
параметра # извЪетны Ц и тг; по нимъ для изм$ненй элементовъ шие 
изъ формуль 


ш—гжи, 6 =.( (408) 

находимъ: 
< == (е ЖХ )-- 2 Х а) -- (Е Х =), (409) 
Ар — Р.И г. ак. и. (410) 


Теперь, въ отличе отъ передвижныхъ векторовъ, безконечно-малому 4$ 
уже всегда соотв тствуетъ безконечно-малое “г, если только г непре- 
рылная геометрическая функшя параметра {. Изъ формуль (409) и (410), 
дфля на АР и переходя къ предЪлу, получаемъ: 


ш, = (и хе жЖп,), (411) 
@ 


АЕ. - Ик... (412) 


Еели опредЪленный векторъ заланъ элементами ц, ш, ®, то фор- 
мулы (409) и (410) мотутъ служить для опредБленя чт, а формулы 
(411) и (412) — для опредБлевя т,. Лля этого можно обратиться къ 
формулВ (252); если удерживать члены перваго порядка, то она, даеть: 


11 
= ИЖ [+ — (УХ =) | [Ао — с. \ . 
куда нужно подставить г, опредфленный изъ уравненй (408): 


ЕЕ (и ш) 1. 


# 
Для г, такимъ же образомъ получаемъ изъ уравненй (411) и (412): 


4 


гп, — (2х и, + (4+ — к.п }. 


Изнфнен1я вектора, зависящаго отъь нфеколькихъь скалярныхъ 
параметровъ. 


175. Полное и частныя геометричесыя приращеня вектора. завися- 
щаго оть двухъ параметровъ. Пусть векторъ и завиеить отъ двухъ 
независимыхъ между собою параметровъ хи у такимъ образомъ, что 
при измЪневши каждаго изъ нихъ получаетъ частныя геометриче- 
ск1я приращен1я т и сб; при одновременномъ изм неви обоихъ 
параметровъ векторъ получаеть полное геометрическое прираще- 


1 — 


н!16 та. Опредфлимъ зависимость между этими приращенями. Нусть 


будуть: 
п—в0ОА, тя=вАВ, чА=вАОС ти=вАЮ. 


Чтобы получить изъ первоначальнато вектора и изм8ненный п, мы 
можемъ поступить двоякимъ образомъ: можно дать ему сначала, частное 
изм нене т.м и построить 


в0ОВ=яЧ- тм 


и потомъ измфнить здфеь у на у Ау, 
вслфдстве чего векторъь ц обратитея въ 


Фиг. 51. и-|- чм, а и обратится вЪ туъум, и мы 
получимъ: 
в0р=ц = п и = (ии) Е (см -- чим); (413) 


или можно сначала построить 
в0С=и-Е ид 


и получить векторъ вОД, сд$лавъ здЪеь измЗнешя х на х-- Ах, при- 
чемъ п обратится въ п--т.М, а туш обратится въ туа -- х,туб; такъ что 
тогда, 

в0Ор= и = - ча = (п-т) | (сум Е луц). (414) 


Что въ обоихь случаяхъ получается векторь ОД тоть же самый, это 
мы должны принять какъ сл$детые изъ предположенй, что параметры 
х и у независимы другъ отъ друга и что векторъ ( есть непрерывная 
и однозначная функшя этихъ параметровъ. Изъ формулъ (413) и (414) 
мы получаемъ сл$дующ!я два заключеня: 

1) Такъь какъ векторъ тут безконечно-малый второго порядка въ 
сравнени еъ и, то, пренебрегая имъ, можно принять 


ШИ СО, 


т.-е. если пренебрегать безконечно-малыми высшихъ поряд- 
ковъ, т0 полное геометрическое приращен!е вектора равно 
теометрической суммЪ его частныхъ геометрическихъ при- 
ращен!й. 

2) Сравнеше формулъ (413) и (414) показываетъ, что 


Ту == ТытуМ 


Т.-е. дополнительный членъ выспаго порядка, которымъ ти отличается 
ось и -- ту4 не зависить отъ порядка измВненя перемнныхъ # и у. 


— 177 — 


176. Геометрическя производныя вектора, зависящаго отъ двухъ пара- 
метровъ. Построивъ на направлен т.м векторъ т„м/Ах и переходя къ 
предЪлу, мы получаемъ векторъ 


т. | 


— Им 


“.. Ди * 


который можно назвать частною геометрическою производною вектора, и 
по параметру х. Точно такъ же можно себф предетавить векторъ 


Понятно, что каждая изъ этихъ геометрическихъ производныхъ можеть 
быть разложена на геометрическую производную по величинЪ и на 
геометрическую производную по направлен!ю. 

Подобнымъ же образомъ можно придти къ понятНо о векторахъ 


тату ТИ Туте Ч тии 


| то2и 
с далу — ИП далу * (Ау 


ст : 
«Ая › Ши 
ит. д. 

177. Связь предыдущаго съ теорей поверхностей. Полярный век- 
торъ г, зависящай оть двухъ параметровь хи 9, опредЗляеть евоимъ 
концомъ точки нфкоторой поверхности. Поэтому изучене геометриче- 
скихъ приращешй и производныхь та- 
кого вектора можеть служить основа- 
немъ при изучеши поверхностей. Для 
поясненя отм тимъ только нзкоторыя 
основныя соображеня, которыя здЪеь 
играютъ роль. Нусть будетъ О полюеъ, 
А конецъ вектора г при данныхъ зна- 
ченяхъ параметровъ хи у, ВС годо- 
графъ (8159), описываемый векторомъ 
т при изм нев и параметра х, ДЕ! годо- Фиг. 52. 
графъ, описываемый т$мъ же векто- 
ромъ при изм$нени параметра у; пусть будуть АА’ и АА” перем*- 
ценйя точки А, соотв тствующая приращен1ямъ Ах и Ду. Если пара- 
метры получаютъ эти приращен!я одновременно, то точка А переходить 
въ нзкоторое положеше А”, которое уже не лежитъ на лини ВО или ОЕ; 
если, измзняя Ах и Ау, считать отношене 


Ау 

и“ 
постояннымъ, то переходъ изь А въ А” будеть совершаться по опре- 
дЪленной лини ЕС’. Давая и всевозможныя значен!я, положительныя 


и отрицательныя, мы получаемъ лини всевозможныхь направлен, 
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проходяпия черезъ точку А по поверхности. Параметръ я вм$етф съ 
параметрами х и у даетъ такимъ образомь возможность обелЗдовать 
эту поверхность въ области точки А, пользуясь методою вектортальнаго 
анализа. 

Для примЪра р$шимъ слЗдуюцай вопроеъ: найти на поверхности 
такое направлене, чтобы при перем щени точки А длина вектора г 
не м6нялась. Налишемъ: 


! # у Га 
Но — НЕЕ, ы т, —Е, Е - 
ГД 
Ре 
17 0х” 1% — 0% 


тензоры геометрическихъ производныхъ по длинЁ. направленных по 
вектору Г, 


т т = бу Е” ду = уу (415) 
тензоры геометрическихъ производныхъ по направлен, направлен- 
ныхъ перпендикулярно къ предыдущимъ и лежащихъ въ плоскостяхъ, 
которыя содержать векторъ г и касательны къ соотвФтственнымъ ли- 
шямъ ВС и БЕ. Пренебрегая безконечно-малыми высшихъ порядковъ, 
можно написать: 


т 5 гл ? в = г„Ау ) 
ДА А = „Ау == ит, Ах, (416) 
2 0: В. та, = < 7Ау = по Ах = ит,"Ах. (417) 


Требуемое услове можно выразить такъ: 
д Ах = 
или, но формуламъ (416) 
"„ Е, =0, 


откуда опред$лится я; а поелЪ этого по формуламъ (415) и (417) можно 
опредЪлить соотв тствующее этому отношене угловъ вращенйя: 


178. Выраженя геометрическихь приращенй частныхь и полнаго въ 
ортахъ. Если и зависить отъ двухъ параметровъь 5 и у, то при разло- 
женш вектора по ортамъ скаляры этихъ слагаемыхъ представляются 
аналитическими функщями этихъ параметровъ. Выпишемь рядъ отно- 
сящихея къ данному вопросу формулъ, не требующихъь дальнфйшихъ 


5 19 —= 


пояснешй. При этомъ предполагается, что орты неизм$нно сохраняютъь 
<вои направлевя. 


п— 21--3--2% 


бе. а. 
чина 2 К) Ал Ее, (418) 
93 
Е ИК) му (419) 
п - ыы | 
ве" (420) 
+ (бе Я 


ГДЪ ев, 1, ^, р безконечно-малыя высшихъ порядковъ. 

Сравнеше формуль (418), (419) и (420) подтверждаеть сказан- 
ное въ 8 175 о зависимости между м, туш и ти. 

179. Переходъ къ векторальнымь функшямъ. Свободные векторы, 
лежание въ какой-нибудь данной плоскости или ей параллельные, мо- 
гуть быть опредляемы двумя скалярами, х,у, которые являются коэф- 
фищентами въ разложени этихъ векторовъ по двумъ даннымъ векто- 
рамъ а и Ъ, лежащимъ въ той же плозкости ($ 20). Если эти скаляры 
перем нные и между собою независимые, то всякой парЪ ихъ значешй 
соотв тствуеть одинъ изъ комплянарныхь векторовъ 


—яа-- 9, (421) 


и наобороть, всякому изъ комплянарныхъ векторовъ г соотвЪтетвуеть 
пара значешй скалярныхь параметровь хи у. Въ виду этого, еели 
заданъ какой-нибудь векторъ Ц какъ функц двухъ параметровъ #, у, 
то его можно разсматривать какъ функщю вектора т, опред ляемаго 
формулою (421); такъ что задать ли пару значенй ху или задать век- 
торъ г, это всеравно. Поэтому изучеше геометрической функц и двухЪ 
независимыхъ скалярныхъ параметровъ совпадаетъ съ изучешемъ век- 
тора какъ функщи другого вектора г, лежащатго въ данной плоскости. 
Векторъ, зависяпий отъ другого вектора, называется векторзальною 
функцею послЗдняго. Разсматриваемая нами зависимость предста- 
вляеть частный случай векторальной функцш. Мы получимъ обий 
случай векторальной функщи, если будемь разсматривать векторь п 
какъ геометрическую функщю трехъ независимыхъ скалярныхъ пара- 
метровъ 4, 4, 2. Можно себЪ представить, что эти параметры суть ска- 
ляры въ разложеши нЪкотораго вектора г по тремъ даннымъ неком- 
плянарнымъ векторамъ а, Ъ, е: 


т — ха ую -| ге. 


—178 8: — 


Задавая т, у, 2, мы знаемъ г и наоборотъ, задавая векторъ т, мы по- 
лучаемъь каждый разъ систему значенй х, у, 2. Итакъ, векторъ п, 
зависящ]й оть трехъ скалярныхъ перем$нныхЪ 2, 9, 2, мо- 
жетъ быть разесматриваемъ какъ вектор1альная функция С век- 
тора г, который можеть принимать всяюмя величины и направленя въ 
пространств$. Такъ какъ изучене векторальныхь функц составить 
предметъ трехъ ел$дующихъ главъ, то мы не будемъ въ настоящей 
глав останавливаться на изучен1и вектора, зависящаго отъ трехъ ска- 


лярныхъ перем нныхъ. 


ГЛАВА УШ. 


Вектортальное поле. 
Облия понял. 


180. Поле векторовъ. Если въ данномъ безпред$льномъ или какъ- 
либо ограниченномъ пространств каждой его точк$ соотвфтетвуетъ 
опредЪленный векторъ, то такое пространство называется полемъ век- 
торовъ или вектор1альнымъ полемъ. Поле векторовъ приходится 
разематривать чуть ли не во всфхъ вопросахъь механики и физики. 
НапримЪръ, всякое двигающееея т$ло по отношен1ю къ системЪ екоро- 
стей его точекъ представляется полемъ векторовъ. То же двигающееся 
т$ло представляетъ собою другое поле векторовъ, если разсматривать 
вмЪето скоростей ускорен1я. Пространство, въ которомъ происходятъ 
как1я-либо взаимодфйствня между тфлами, тоже представляетъь собою 
поле векторовъ, напримБръ поле силъ тяготЪня, поле магнитное, 
злектростатическое и т. п. 

Изучене состояя движенля или какого-либо другого физическаго 
явленшя для даннаго момента времени и измВнене этого состоявя съ 
течешемъ времени сводитея къ изучению поля векторовъ и изм$нентя 
его въ завиеимости отъ времени. Безотносительно къ тому, какое фи- 
зическое значене имЪфють векторы, мы можемъ говорить или о по- 
стоянномъ или о перем нномъ векторальномъ полб, ставя въ по- 
слЪднемъ случаВ его изм5ненше въ зависимость отъ нзкотораго незави- 
симаго параметра $, или даже н$сколькихъ такихъ параметровъ. Дальше 
мы будемъ разсматривать постоянное поле. 

131. Вектортальная функщя. Каждый векторъ ци поля зависитъ отъ 
положення данной точки, служащей началомъ этого вектора; можно 
сказать, что онъ представляется „геометрическою функщею“ этой точки. 
Но каждая точка опредЗляется нЪкоторымъ полярнымъ зекторомъ г; 
такимъ образомъ векторъ @ можетъ разсматриваться какъ функщя 


вектора т: 
и = (г). (422) 


Мы будемъ говорить, что “ есть вектор1альная функцтя вектора, г. 


10: — 


Предполагая, что векторъ т не полярный, а самъ принадлежить 
какому-нибудь векторлальному полю болфе общаго вида, мы приходимъ 
къ боле общему понятНо о зависимоети между двумя векторами и 
выфет$ съ тфмъ къ болфе общему понят1ю о вектор1альной 
функц1и, какъ о геометрической функц, опредзляющей собою таве 
векторы, величины, направленля, а иногда и положешя которыхъ за- 
висятъ отъ такихъ же элементовъ другого вектора. Дальше мы будемъ 
впрочемъ предполагать, что Ц есть функщя полярнаго вектора т. 

Мы различаемъ векторы свободные, передвижные и опред ленные; 
свободный векторъ опред$ляется величиною и направленемъ, для пере- 
движного вектора добавочнымъ даннымЪ является его моментъ относи- 
тельно даннаго полюса, а для опредЪленнаго вектора его виралъ отно- 
сительно того же полюса. Въ полЪ векторовъ всЪ векторы опред ленные, 
а между тБмъ функшя (422) опред$ляетъ векторъ только по величин 
и по направлен; тёмъ не менфе добавочныхъ данвыхъ не требуется, 
такъ пакъ они, гЖ п иг.и, при данномъ г сами собою уже будуть 
извЪетны. 

182. Аналитическое выражене векторгальной функщи. Геометрическая 
функщя Ч заключаеть въ себф три аналитическихъ функци, изъ кото- 
рыхъ каждая есть функцая трехъ перемЪнных». ДЪйствительно, если 
задать орты 1, 4, Е, которые въ частности могутъ быть направлены по 
координатнымъ осямъ, то векторъ 


т жи --2К 


опред$ляетея тремя скалярами х, у, 2, и слБдовательно и векторъ и 
явлиется функщею этихъ скаляровъ (сравнить съ 8 178); но 


такъ что и скаляры Х, У, Й являются функщями скаляровъ 2, у, 2. 
Другими словами, (422) есть зависимость, равнозначущая съ тремя ана- 
дитическими зависимостями: 


Х = (®, у, 2), 
У = у, 2), (423) 
й = Ь(х, 9, 2). 


Если въ данной области безконечно-малому геометрическому при- 
ращениюо г соотвЪтетвуеть всегда безконечно-малое же приращене “и, 
то поле векторовъ (и) называется въ этой области непрерывнымъ. 
Поле векторовъ можеть быть непрерывнымъ во всемъ пространствЪ 
или можетъ быть лишено этого свойства въ отдЪльныхъ точкахъ, на 
отдфльныхь линяхъ или на отдфльныхь поверхностяхъ. Въ дальн й- 
шемъ, если это не будеть спещально оговорено, мы будемъ считать 


—= 5 — 


поле векторовъ въ изучаемой области непрерывнымъ. Понятно, что въ 
непрерывномь полф функции (423) ненрерывны относительно всфхъ 
трехъ перем$нныхь 5. у, 2; и обратно, непрерывность этихъ функшй 
есть аналитическое усломе непрерывности самого поля. 

183. Различные приемы изученя поля векторовъ. Чтобы имфть воз- 
можность составить себф какое-либо представленме о распредЪленш 
векторовъ даннаго поля, мы должны какъ-либо группировать "эти век- 
торы, т.-е. выд$лать изъ всей системы векторовъ такле, которые обла- 
дали бы какими-либо общими евойствами или для которыхЪ одинъ или 
нфеколько элементов, опредфляющихъ векторъ, имфли бы одиваковыя 
значеншя. Такъ какъ каждому вектору соотвфтствуеть опредФленная 
точка пространства, служащая ему началомъ. то вышеуказанное вы- 
дфлеше отдЪльныхъ группъ векторовъ сводится къ отысканю н%кото- 
рыхъ геометрическихъ м%стъ. Напримфръ, мы можемъ отыскивать гео- 
метрическыя м$ста точекъ, для которыхъ векторы имфютъ одинаковую 
длину или одинаковое направлене или параллельны данной плоскости; 
или мы можемъ отыскивать такля лини. чтобы въ каждой точк% век- 
торь быль направленъ во касательной къ лини, или таже отыскивать 
такя поверхности, для точекъ которыхъ соотв тетвенные векторы къ 
поверхности нормальны, и т. п. Существують ли въ данниомъ полЪ 
такя лини и поверхности, этотъ вопросъ остается пока открытымъ. 

Указанный способъ теометрическихь мфеть не даеть однакоже 
еце достаточнаго представленя о полЪ векторовъ. Если поле невре- 
рывное (8 182), то необходимо еще умЪть опредФлять, какъ измфняются 
т или лрутн свойства векторовъ при переход отъ одной точки про- 
странства въ другой. РЬшеше этихъ вопросовъь требуеть уже диффе- 
ренцлальнаго геометрическаго анализа подобно тому, вакъ изучеше 
аналитическихъ функщй требуеть изучения произволныхЪ различныхъ 
порядковъ отъ этихъ функц. Такъ какъ поле векторовъ опредф- 
лнетея нфоколькими аналитическими функщями координатъ точекъ и 
другихъ перем$нныхъ параметровъ, то можно было бы обратиться къ 
изученю этихъ функ методами дифференшальнаго исчислен1я. Такъ 
и поступаютъ при аналитическомъ изучени вопросовь математической 
физики; при этомъ однакоже оказывается, что особенно важное зна- 
чеше для характеристики поля получаютъ нфкоторыя лифференщальныя 
и интегральныя выраженя, въ которыхъ координатнан система суще- 
ственнаго значеня не иметь и которыя вмЪстф съ тёмъ поддаются 
болЪе или менфе наглядному геометрическому изображен, а поэтому 
какъ нельзн боле соотьтствуютъ характеру вевтор?альнаго анализа. 

Большую роль въ установлени этихъ понят сыграла гидро- 
механика; оттуда заимствованы и н$которые термины, съ которыми 
намъ предетоитъь познакомиться. Вообще течеше жидкости предста- 
влнетъ собою весьма наглядный образъ при изученм поля векторовъ; 


—= Ло —= 


мы будемъ поэтому часто прибфгать къ этому образу. При этомъ нужно 
однако же отрфшиться отъ веякихъ физическихъ представлен о жид- 
кости; мы будемъ нредставлять себф жидкость нетолько идеальную въ 
гидролинамическомъ емыслф, но будемъ разсматривать жидкость фик- 
тивную, движеше которой въ природ можетъ быть и совсфмъ не- 
осуществимо, т.е. для которой можеть не существовать нетолько за- 
кона инерши и закона сохраненя энергши, но даже и закона сохра- 
нен1я массы. Эта фиктивная жидкость будетъ служить только геоме- 
трическимъ образомъ, для нагляднаго изображеня и длв болфе 
удобнаго выраженйя свойствъ всякаго поля векторовъ. 


184. Разложене векторальнаго поля на нёсколько составляющихъ полей. 
Другой премъ, облегчающий изслЪдоваше векторальнаго поля, основанъ 
ва томъ, что каждый векторъ поля разлагается на н®сколько геометри- 
ческихъ слагаемыхъ. Если при этомъ разложении придерживаться ка- 
кихъ-либо общихъ правилъ, то мы получаемъ столько отдзльныхъ полей, 
на сколько слатаемыхъ разлагается каждый векторъ. Эти поля можно 
назвать составляющими, а данное поле еоставнымъ или сложнымъ. 

Однимъ изъ простфйшихъ разложенй будетъ слВдующее: разло- 
жимъ каждый векторъ по тремъ даннымъ векторамъ: 


п —=иа-ри.Ъ ие 


или въ частности по коорлинатнымъ ортамъ: 
и Х1-- 7) 2К; 


тогда все поле разложится на три поля, изъ которыхъ каждое будетъ 
состоять изъ векторовъ, параллельныхь одному изъ данныхъ а, |, с 
или 1, }, Е. При этомъ конечно предполагается, что каждый изъ сла- 
таемыхъ векторовъ иметь то же начало, какъ и составной. Другого 
рода примфромъ можетъ служить извфетное разложене поля скоростей 
твердаго тфла, гдЪ каждая скорость разлагается на общую поступа- 
тельную скорость и на скорость вращательнаго движешя. Ниже мы 
увидимъ и друмя весьма полезныя разложеня поля векторовъ на с0- 
ставляющя поля. 


185. НЬкоторыя геометрическя м$фста въ полЪ векторовъ. О такихъ 
группахъ векторовь поля, которыя опредляютея конечными (а не 
дифференщальными) условями, мы упомянемъ только кратко, потому, 
что эти вопросы въ дальнЪйшемъ не будуть играть существенной роли. 
При этомъ мы обратимся къ аналитическимь формуламъ (423), такъ 
какъ здфсь основнымъ является число скалярныхъ перемфнныхъ и число 
аналитическихъ услов!й. 

Геометрическое мЪсто точекъ, для которыхъ векторы геометри- 
чески равны, состоитъ вообще говоря изъ отдфльныхъ точекъ; потому 


—= 195) = 


что усломе, что и имфетъ данное ‘геометрическое значене, приводить 
къ условямтъ, чтобы функщи (423) имфли данныя значеня, а это при- 
водитъ къ ршенйю трехъ уравнейй съ тремя неизвфстными. Выра- 
жене: „вообще говоря“, указываеть на то. что могутъ быть и исклю- 
ченя. А именно, если лва изъ трехъ уравненй тождественны, то для 
искомаго геометрическаго м%ста получается цфлая лин!я; а если веЪ 
три уравненя между собою тождественны, то этимъ м%стомъ будетъ 
поверхность. Далфе мы не будемъ въ этомъ паратрафЪ останавливаться 
на такихъ особенностахъ, а будемъ имфть въ виду лишь обниЙ случай. 

Геометрическое м%сто точекъ, для которыхъ векторы имфютъ 
данную величину 4, есть поверхность, потому что для этого имфемъ 


услове: 
и = Хе-- У И? = А, 


которое по формуламъ (428) даетъ уравнене поверхности. 

Геометрическое мЪсто точекъ, для которыхъ векторы имфютъ 
данное направленше, опредфляемое углами а, В, 1 съ осями координатъ, 
есть лия; потому что услове 


ны 7 
05а 6058 — 6051 
представляетъь два уравненя между координатами. 


Геометрическое м%Ъсто точекъ, для которыхъ векторы параллельны 
данной плоскости 


ал бу ее а=0, 
есть поверхность, по условию: 


ах-РъУ-сй =0. 


Геометрическое мфсто точекъ, для которыхъ векторы нормальны 
ЕЪ данной поверхности 


Е(х, у, 2) = 0, (424) 


состоитъ изъ отдфльныхъ точекъ, такъ какъ координаты этихъ точекъ 
удовлетваряють тремъ уравненямъ: уравненю (424) и условямъ: 


И РЕ 
ОЕ  59Е  9Е` 
9% ду 9 


Теометричееское мЪсто точекъ, для которыхъ векторы танген- 
цальны къ данной поверхности (424), есть ливня, опред$ляемая ура- 
внешемъ (424) и усломемъ: 


ры Ку, 0 


ду д == 


— 186 — 


Можно было бы отм$тить еще рядъ другихъ аналогичныхъ вопросовъ; 
но мы ихъ не булемъ касаться, а обратимся къ понятямъ болфе вуще- 
ственнымъ для изученя векторлальнаго поля и его приложен въ фи- 
зическихъ науках. 


Лин тока и связанные съ этимъ вопросы. 


186. Поняме о линяхъ тока. Возьмемъ въ векторлальномъ пол про- 
извольную точку А и построимъ соотв тствуюцщий этой точк% векторъ и; 
отложимъ на немъ безконечно-малый отрфзокъ АА’ и построимъ век- 
торъ и’, соотв тствуюцщий точкф 4’; на этомъ вектор отложимъ отр*- 
зокъ А’А” и для точки А” построимъ векторъ и”. Продолжая такимъ 
образомъ, мы получаемъ многоугольникъ АА’А"..., имфюпий свойство. 
что каждая его сторона иметь направленте вектора, соотв тствующаго. 
находящейся на этой сторонЪ верши- 
н%. При переход къ предфлу много- 
угольникъ обращается въ сплошную 
кривую линйо, имЪфющую свойство, что 
для всфхъ ея точекъ векторы поля къ 
ней касательные. Такая лия назы- 
вается лин1ею тока. Этотъ терминъ 
заимствованъ изъ гидромеханики: еели 
векторы поля изображаютъ скорости текущей жидкости, то лиш 
тока даютъ наглядное представлене объ этомъ теченш. Понятно, 
что лишя тока не начинается вЪ точк® А, а распространяется отъ 
нея въ 06% стороны, причемъ она можетъ оказаться или замкнутою 
или нфтъ. Она можеть удаляться и въ безконечность. если поле век- 
торовъ по нфкоторымъ направленшямъ или вообще безпред%льно 

Линши тока можно строить, исходя изъ всякой точки поля; и такъ 
какъ такимъ образомъ нЪтъ въ пол точки, черезь которую не прохо- 
дила бы лиюя тока, то можно сказать, что лини тока заполняютъ собою 
все векторальное поле. 

Задалимь въ полф произвольную линю и черезь вс ея Точки 
проведемъ линти тока; онф образуютъ поверхность, которая называется 
поверхностью тока. Если заданная линя замкнутая, то поверхность тока, 
принимаетъ трубчатый видъ. Предетавимъ себф, что замкнутая лия $ 
служить контуромъ н%которой площадки и проведемъ черезъ всЪ точки 
этой площадки внутри лиши $ лиши тока; мы получаемь тогда сплош- 
ной пучекъ лин тока. Въ пол скоростей двигающейся жидкости этотъ 
пучекъ называется струею. Этотъ терминъ мы будемъ употреблять въ 
прим$нени и ко всякому другому полю векторовъ. 

187. Дифференшальныя уравненя, опредфляющя линм тока. Линя 
тока въ данной точкф (г) опред ляется условемъ, что геометрическое 


Фиг. 58. 


—= 190 == 


приращеше вектора г совпадаетъ по направленю съ векторомъ и. Не- 
обходимое и достаточное для этого усломе состоить въ томъ, чтобы 
вектор!альное произведевше 


хи = 0) (425) 


Это услоше, въ которомъ п = (г) извЪстная векторальная функшя, и 
можетъ быть разсматриваемо какъ геометрическое дифференщальное 
уравнеше всфхъ лин тока. 

Выражая его черезъ орты по формул В (65) и замфняя приращенйя 
дифференщалами, можно написать: 


(Иау— Уаа-- (Ха — йа4*)1-Е (Раз — Хду)К = 0; 


а это уравнеше влечетъ за собою равенство нулю стоящихъ при ортахъ 
скаляровъ; выражая это въ вид пропорщи, находимъ: 


тлЪ Х, У, Я изв$стныя функши координатъ. Мы имфемъ здЪеь два 
совокупныхъ лифференщальныхъ уравнешя для опред$леня системы 
лин тока. 

188. Расходъ векторовъ черезъ данную поверхность. Проведемъ гдЪ 
нибудь въ полф векторовъ плошадку, линейныя измфреня которой без- 
конечно малы въ сравнени съ длинами векторовъ, им$ющихъ начала 
на этой плошадкЪ. ВсЪ эти векторы можно тогда, пренебрегая безко- 
нечно-малыми высшихъ порядковъ. считать геометрически равными. 
Пусть будетъь и общее среднее значеше этихъ векторовъ, с величина, 
площадки, у нормальный къ ней ортъ. Геометрическое произвелене 


= о. 1 (496) 


мы будемъ называть расходомъ струи векторовъ или просто рас- 
ходомъ векторовъ черезъь данную площадку. Этоть терминъ 
взять тоже изъ гидромеханики, гдЪ расходомъ струи жидкости черезъ 
данную площадку называется объемъ жидкости, протекающей черезъ 
эту площадку въ единицу времени. Какъ известно, это есть объемъ 
цилиндрика, основашемъ котораго служить площадка, а высотою про- 
екця средней скорости частицъ жидкости, проходящихъ въ данный 
моментъ черезъ площадку, на нормаль къ послФдней. Этотъ расходъь 
опредЪляется какъ разъ формулою (426), если тамъ и считать скоростью. 

Расходъ можетъ быть и положительнымъ и отрицательнымъ, смотря 
по углу между векторами у и и. Онъ можеть равняться и нулю, если 
этотъ уголь прямой; такой случай получается, если плоткадка принадле- 
жвитЪъ поверхности струи. 


= 


Поняте о расход струи можетъ быть распространено и на ко- 
нечную область какой-нибудь поверхности. Чтобы такой расходъ вы- 
числить, нужно эту область какимъ-либо способомъ разбить на безко- 
нечно-малые элементы такъ, чтобы каждый изъ нихЪъ могъ считаться 
плоскимъ, вычислить для каждаго элемента расходъ по формулЪ (426) 
и найти предфль суммы вс№хъ расходовт, т.-е. интегралъ 


В= / ©. ща, (4эт) 


гл аб элементъ поверхности, а интегрироване распространяется на 
всю данную область этой поверхности. Суммироване конечно скалярное, 
а не геометрическое, такъ какъ всЪ элементы, будучи геометрическими 
произведешями, скаляры. Знакъ интеграла (497) зависитъ отъ того, 
какое берется изъ двухъ направленй нормали, и относительно этого 
нужно напередъ условиться. 

189. Расходъ векторовъ черезъ замкнутую поверхность и расхождене 
въ данной точкф поля. Примфнимъ формулу (427) къ замкнутой поверх- 
ности ©, ограничивающей н%который объемъ о. При этомъ разъ навсегда 


Фиг. 54. 


условимся направлен1е нормальнаго орта у брать во вн шнюю 
сторону относительно этого объема. Въ числЪ элементовъ инте- 
трала будуть положительные для тфхъ точекъ поверхности, гл век- 
торъ поля направленъ во внфшнюю сторону, друМе элементы будуть 
отрицательными или въ частности равными нулю. Для наглядности 
можно себЪ представить систему лишй тока, прор$зывающихъ данный 
объемъ. Тамъ, гдф лишя тока входитъ въ объемъ, элементы инте- 
трала (427) отрицательные; тамъ, гдф он выходятъ, элементы поло- 
жительные. Въ общемтъ, расходъ черезь всю погерхность можетъ ока- 
затьея или положительнымъ или отрицательнымь или равнымъ нулю. 
РаздЪливь В на объемъ $, мы находимъ число, дающее поняте о 


а 


среднемъ расход на единицу объема. Этотъ среднйй расхолъ, 
вообще говоря, различенъ въ различныхЪ областяхъ поля и для объе- 
мовъ различной величины; примфнян однако же это поняте къ безко- 
нечно-малому объему въ данномъ мфетЪ поля и переходя къ пред$лу, 
т.-е. заставляя объемъ обращалься въ точку, мы получаемъ расходь 
длн каждой точки поля. какъ опредзленное число. При изучеши векто- 
руальнаго поля оно играетъ чрезвычайно важную роль. Для этого по- 
нямя установленъ опредЗленный символъ „01у“, происходяний отъ 
слова „П1уегоепи“, „@1уегоепсе“, что значить „расхождене“. И 
мы будемъ употреблять этотъ терминъ, уже достаточно установивпийся 
въ литературЪ предмета. Мы будемъ писать: 


(= ти (428) 


и говорить, что 4 есть расхождене вектора и въ данной точек 
.поля. Это будетъ значить, что д есть предфлъ отнесеннаго къ единицЪ 
объема расхода векторовъ черезъ данную безконечно-малую замкнутую 
поверхноеть въ данномъ мфетЪ поля векторовъ. 

190. Расходъ въ отрфзкЪ струи. Чтобы получить болфе наглядно 
представлеше о зависимости между расходомъ и расхожденемъ, по- 
лезно разсмотрЪть эти поняття въ прим$нени къ объему, ограничен- 
ному весьма тонкою трубчатою поверхностью тока (поверхностью струи) 
и двумя близкими между собою ея понеречными с$чен1ями. Такт, какъ 
векторы къ поверхности тока тантенщальны, то расхолъ черезъ боковую 
поверхность отр%зка струи равенъ нулю. Разсмотримъ то его основаше с, 
гл% векторы входятъ внутрь объема; 
при достаточно маломъ с эти векторы 
можно считать геометрически равными 
и за расходъ площадки с принять: 
бу. п=—0и; для другого конца отрЪзка 
струи съ поперечнымъ сфчешемь с Фиг. 55. 
имфемъь су.’ =. Итакъ весь рас- 
холъ выражается разностью 6==0'4— сои. Считая с и $, длину отрЪвка, 
трубки, безконечно-малыми, дфля на объемъ отрфзка и переходя къ 
предфлу, мы находимъ выражене для расхожден1я въ нфкоторой 
точк*%, въ которую въ предл обратилась площадка с: 


С Би. (499) 


Газсмотрнный зд%сь случай расхода объяеняетъ отчасти проис- 
хожлеше термина „расхождене“, „О1уегоетя“. Предположимъ, что 
6’ в; это будетъь въ томъ случа%, котда концы звекторовъ и, им%ю- 
щихъ свои начала на площадь с, отстоять дальше отъ оси трубки, 
чфиъ эти начала, т.-е. когда векторы „расходятся“. Еели кромЪ того тен- 


— 190 — 


зоры векторовъ и’, начала которыхъ находятся на площадкЪ с, равны 
тензорамъ векторовъ ип, то расхождеше 


У 


- б б 
Ффуи = .\ 


положительное. То же самое будетъ вообще, если си > си; но при 
этомъ нЪтъ необходимости, чтобы было с’> с; можеть случиться, что 
при этомъ с’ < в, такъ что векторы „сходятся“, а „расхожденше“ все- 
таки положительное. Поэтому терминъ „расхождене“ нельзя признать 
вполн% удачнымъ. 


191. Соленоидальное поле. Формула (429) показываетъ, что расходь 
въ отрзк струи зависитъ отъ двухъ обстоятельствъ: 1) отъ измфненя 
величины вектора и 2) оть измфненя площади поперечнаго сфчешя 
струи. Можетъ быть случай, когла одинъ изъ этихъ элементовъ увели- 
чивается, а другой уменьшается такимъ образомъ, что расхождене 
остается равнымъ нулю; для этого нужно, чтобы 


Такой случай представляется напримфръ въ механикЪ несжимаемой 
жидкости: если п есть скорость частицы, то си представляеть объемъ 
жидкости, проходящей черезъь сфчеше струи ° въ единицу времени; 
вслфдетые несжимаемости объемъ жидкости, входящей въ отр$зокъ 
струи, и объемъ выходящей изъ него жидкости, для того же проме- 
жутка времени должны быть равны; поэтому 0% = и и слфдовательно 


(уй = 0. 


Случай, когда это услове выполняется во всЪхъ точкахъ поля 
или по крайней м$рф въ цфлыхъ областяхъ его, играетъ очень важную 
роль какъ въ гидромеханикВ такъ и въ другихъ отдфлахъ математи- 
ческой физики. Векторальное поле, удовлетворяющее этому условю, 
называется полемъ „свободнымъ отъ источниковЪ“ (даеПепёге!) или 
соленоидальнымтъ, тТ.-е. „трубчатымъ“. ПослЪднее назваше происхо- 
дитъ отъ того, что теперь все пространство, занимаемое вектораль- 
нымъ полемъ, какъ бы заполнено трубчатыми струями, которыя нигд% 
внутри поля не могуть ни начинаться, ни оканчиватьея, потому что 
для всякой струи произведене см остается постояннымъ; другими сло- 
вами, всЪ струи, а сл довательно и лини тока или замкнутыя или 
ухолятьъ въ безконечность. 


192. Источники въ полБ векторовъ. Представимъ себЪ, что въ полЪ 
скоростей, въ движени несжимаемой жидкости, разность си — он 
не равна нулю; предположимъ, что сои > оси, такъ что @уи > 0. Это 


—= ИЦ =— 


неравенство показываеть, что объемъ жидкости, выходящей изъ отр зка, 
струи, больше объема жидкости, въ то же время входящей. Такое 
явлеюе можно приписать только какому-то источнику, находящемуся 
внутри отр%зка струи и дающему въ единицу времени избытовъ 5'и' — и 
жидкости. Намъ н%тъ дфла до того, можно ли реально осуществить 
такой источник, такъ какъ течеще жидкости служить намъ только 
нагляднымъ образомъ векторальнаго поля. Если во всемъ полЪ Фуо 
не равно нулю, то въ каждомъ безконечно-маломъ отрЪзЕВ струи су- 
ществуетъь такой источникъ, а переходя въ предЪлу, можно сказать, 
что венкая точка поля служитъ такимъ „источникомъ“. Чфиъ больше 
@уц, тфмъ источникъ „обильнфе“; поэтому можно сказать. что хи 
служить м%Ърою источника. Если уп < 0, то въ соотв®тственномъ 
отр%зкЪ струи происходить убыль жилкости; можно представить себЪ, 
что тамъ происходить исчезане жидкости. Точка, въ которой это про- 
исходитъ, можно назвать отрицательнымъ источникомъ. 

Итакъ, вообще говоря, каждая точка вектортальнаго поля является 
положительным или отрицательнымъ источникомъ, и ей соотв%тствуетъ 
н%воторый скаляръ Фуа. 


193. Скалярное и векторальное поле. Область пространства, въ кото- 
рой каждой его точк%№ соотв тствуетъ н®который скаляръ, для различныхъ 
точекъ вообще говоря различный, называется скалярнымъ полемъ, 
а самый скаляръ функц!ею точки. Эту функцю можно разсматри- 
вать какъ скалярную функцию полярнаго вектора. Понятно, что ана- 
литически эта функтая представляется функллею координатъ точки. 

Мы видимъ, что векторальное поле (и) приводить наеъ къ ска- 
лярному полю буи. Ниже (глава [Х) мы увидимъ, что и наоборотъ, 
скалярное поле можеть служить для опред$лентя поля векторальнаго- 

194. Расхождене въ сложномъ векторальномъь полЪ. Теорема: Рас- 
хожден1е сложнаго поля (8 184) въ каждой его точк$ равняется 


алгебраической сумм расхожденй слагаемыхъ полей. А 
именно, если 


и— ии, -- г На», 


то по правилу геометрическаго умноженя 


У. ИУ. Ну. ... РУ. . 


Умноживъ 0б% части на с, находимъ по формулВ (426) расходъ век- 
торовъ черезъ площадку о: 


= у. Ш - оу. и, 0. и, --... бу. Пи, 


гдЪ каждый членъ второй части есть расходъ векторовъ слагаемаго 
поля, прилагая это равенство ко в “Ъмъ элементамъ поверхности, огра- 


о 


низивающей безконечно-малый объемъ, суммируя почленно, дЪля на 
объемъ и переходя къ пред®лу, находимъ: 


уп —= фи, -- Фу, |... - Фуц». (430) 


195. Аналитическое выражене расхожденя поля. При разложенш 
каждаго вектора поля по ортамъ, мы получаемъ ($ 184) три слагаемых 
векторальныхъ поля (Х1), (71), (7№), 
имфющихь то свойство, что каждое 
ИЗЪ НИХЪ СОСТОИТЪ ИЗЪ векторовъ, ме- 
М ЕЕ Е жду собою параллельныхъ. Въ полв 

параллельныхьъ вевторовъ вс лиши 

тока прямыя, параллельныя общему 

направлен!ю зекторовъ, и поэтому вс 

х струи цилиндричесяя. Разсмотримъ 

поле (Х1). Взявъ въ немъ какую-ни- 

будь точку №5. ч, 2), проведемъ черезъ 

у нее безконечно-малую площадку о, па- 

Фиг. 56. раллельную плоскости (29), и примемъ 

ее за поперечное сФчеше струи. Без- 

конечно-близкое къ нему сЁчене с’ той же струи отличается отъ 

перваго тЪмъ, что его точки вмЪето х имфютъ координату х-|- Дл, при- 
чемъ с’=. Для этихъ точекъ векторъ поля (Х1) иметь значеше 


Е 


9х . 
(ХЕ А 


поэтому, вычисляя расхождеше по формулЪ (429) и принимая во вни- 
манте, что теперь $з==Ах, находимъ: 


9 
<(Х-- о —схХ 9х 


Ах — 0 ° 


(ХИ = 


Подобнымъ же образомъ мы находимь для двухъ другихъ слагаемыхь 


полей: ой 
(УЗ) = ‘ду › 


а (Ею) = г 


а по формул (430): 
хи —=а (ху (С) -Е (ИЕ) = 
ет в @зт 
196. Теорема Гаусса. Выдфлимъ въ вектормальномъ полф произ- 


вольную область, им ющую объемъ ® и ограниченную поверхностью ©. 
Если о есть элементь этого объема, а 6 расходъ векторовъ черезъ 


И 


поверхность, ограничивающую 0%, то по опредВленйо расхожденя (8 189) 
имфемъ: 
Фуп = Эт -ы 
4? 
откуда, отбрасывая знакъ предЪла и означая черезъ = ифкоторую без- 
конечно-малую, находимъ: 


Ь — тие -|- ва. (4832) 


Еели мы вычиелимъ расходы векторовъ черезъ границы воЪхЪ элемен- 
товъ, на которые разбитъ данный объемъ о, и будемъ ихъ суммировать, 
то вс расходы п.ус, относяпеся къ стЪнкамъ, отд$ляющимъ другъ 
отъ друга смежные элементарные объемы, будуть попарно равны съ 
противуположными знаками, потому что для каждой ст$нки расходъ 
булетъ входить два раза, причемъ одинъ разъ нормальный орть у, во- 
торый мы условились считать всегда ваправленнымъ во внЪшнюю сто- 
рону, будеть имфть одно направлене, а другой разъ направлеше про- 
тивуположное. Поэтому въ сумм останутся только элементы, относя- 
пуеся къ внЪъшней поверхности ©, такъ что 


т УБ = Ши Уц.ю = и и. 45, (433) 


тд$ интегралъ распространяется на, всЪ элементы внфитней поверхности. 
Съ другой стороны, формула (432) даетъ: 


Шт УЬ = / ами, (434) 


потому что по одной изъ основныхъ теоремъ интегральнаго исчислешя 
В У еде = 0. Сравненве формулъ (433) и (434) приводить къ преобра- 
зованшю интеграла, распространеннато по замкнутой поверхности, въ 
интеграль по объему, ограниченному этою поверхностью: 


‚Ги. за5 = я ду пар. (435) 


Такое преобразоваюе, въ примфненш къ полю притягалельныхъ 
силь, было указано Гауесомъ. Аналитическй выводъ его основывается 
на преобразоважи интеграла, 


ИС 9, 2)с03 (и, а = /еь аз, 


гдф я внъшнее направлене нормали къ поверхности 6, ограничивающей 


И. Сомовъ.—Вехтомельный анализ. 13 
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объемъ х. ПримВняя его къ тремъ скалярнымъ. функшямъ Х, №, Й, 
находимтъ: 


_ с08 (и. 2)а8 = 2. У'с05 (и, уб = к — а, 
у 


бу 
ей 9% 
Г. 7 608(2%, 21а5 = г. ах. 


Такъ какъ 
И -У== 603 (и. и) = Хс0з(я,т)-—- Усов(я, у) -- 7 е05(%. 2). 


то по формулЪ (431) 


Ю "9х 97 
‚[ п-уа8 = а - *) р — / Чушь. (436) 


197. Полный расходъ безграничнаго поля. Предположимъ, что векто- 
риальное поле по всфмъ направленмямъ распространяется въ безконеч- 
ность, и притомъ такъ, что векторы на безконечности исчезаютъ, ста- 
новясь такого же порядка малости, какъ 1/23, гд% х разетояюе начала, 
вектора поля отъ полюса. Опишемъ изъ полюса шаръ раллуса В и пред- 
ставимъ себф, что этотъ ралуеъ возрастаетъ до безконечности. Въ пре- 
дЪлЪ интегралъ, распространенный по поверхности этого шара. 


‚[и.ма8 == 0: 


потому что среднее значене п.у на этой поверхности одного порядка 
малости съ 1/83, а величина поверхности 4пА?. Отсюда заключаемъ, 
что въ безпредЪльномъь полф, въ которомъ векторы на безконечности 
имЗютъ одинъ порядокъ малости съ 1/7, алгебраическая сумма рас- 


хождешй 
ы Фу — 0. 


Можно сказать, что въ этомъ случа полный расходъ векторовъ 
всего поля равенъ нулю. 


Приложеня и упражнен1я. 


98. Поле скоростей въ движени твердаго тБла. СоотвЪтствующая этому векто- 
рлальная функшя у = /(г) дана формулою (74). Въ пол скоростей всякаго не- 
сжимаемаго тфла, будетъ ли оно измфняемое пли нфтъ, расхождене во всЪхъ 
точкахъ равно нулю (см. начало 8 191). ПровЪФрить это для тверлаго тфла по 
общей формул для @у у. 

99. Поле ускоренй въ движенм твердаго тфла. СоотвЪтствующая этому векто- 
реальная функшя дана формулою (396>. Показать, что 


ум в 


100. Дано поле скоростей въ такомъ движеви измфняемаго тВла, которое, 
имфя неподвижную точку въ полюс, одинаковымъ образомъ расширяется по 


О — 


всфмъ направленямъ. Опредфлить уу для Того случая этого движеня, когда 


скорости всфхъ точекъ пропорцюнальны ихъ разстоящямъ оть неподвижнаго 
центра. Отв тъ: 
=, @уу—3и. 
101. Опредфлить ут въ такомъ же лвижени, но въ предположену, что 
скорости всфхъ точекъ по величин одинаковы. Отв ть: 


г . 2% 
т—=я—, Ут — —. 
й 


102. Какому закону должна подчиняться скорость въ такомъ же движент 
для того, чтобы расхождене поля было равно нулю? Отвтъ: Скорость должна 
Фыть обратно-пропорцюнальна, квадратамъ разстоянй отъ полюса. Какъ векторъ, 


й 
УЕ 
г 


Циркулащ1я и вихрь. 


198. Интегралъ по линм и циркулящя. Возьмемъ въ векторальномъ 
полВ двЪ произвольныхь точки М(т) и М’) и еоединимъ ихъ про- 
извольною непрерывною лишей; разобъемъ эту линпо на безконечно- 
малые злементы, которые можно, имЪя въ виду потомъ переходъ къ 
предлу, зам нить хордами “г, и составимъ алгебраическую сумму гео- 
метрическихъ произведений п .тг, гдЪ и каждый разЪ есть векторъ поля, 
соотвЪтствуюцщий началу вектора тг. Предфлъ этой суммы ихи интегралъ 


г! 


В [а (437) 


г 


мы будемъ называть интеграломъ но лини ММ’ или линейнымЪ 
интеграломъ этой линш. Если онъ распространяется на замкнутую 
линтю, то онъ называется циркуляц!ею вектора поля по этой линш. 
Мы будемъ ее обозначать буквою С. 

Вообще говоря Г, зависить отЪ того пути между данными тоз- 
ками Ми М', по которому производится интегрировавше. Но есть очень 
важные для приложенй случаи, когда онЪъ отъ вида пути не зависить. 
Этотъ случай будетъ подлежать особому раземотр®ншю въ главЪ 1Х; 
теперь же замЪтимъ только, что если линейный интегралъ между 
произвольными двумя точками въ какой-нибудь области поля 
не зависить отъ вида пути, то циркуляц1я по веякой лини. 
въ этой области равна нулю. Дйствительно, пусть будеть АВОРА 
замкнутая лишя и Аи С двё произвольно взятыя на ней точки; ли- 
нейный интеграль отъ А до С по линм АВС равенъ, согласно нашему 
предположевю, линейному интегралу по лини АДС: 


Дате п. тт. 


а ре Я во 
18* 


—= 160 —= 


Если по лини АДС илти обратно, т.-е. отъ С черезь О къ А, то 
линейный интегралъь м$няеть свой знакъ, потому что во вефхъ гео- 
метрическихъ произведеняхъ п.тг векторъ тг измЪняегъ свое напра- 
влене на противуположное. Итакъ: 


Дак Ди.ч==— /[и.ч. 
: Я рс 


СРА АВС 


Но очевидно, что циркулящя по лини АВСВА можеть быть разбита 
на два длинейныхъ интеграла: 


и мы видимъ, что эта циркуляшя равна нулю. 

Мы увидимъ дальше, что равенство нулю циркулящи въ данной 
области служить признакомъ отсутстня „вихрей“ въ этой области; 
если же циркулящя не равна нулю, то она какъ разъ сдужитъ для 
характеристики „вихрей“. 

199. ДвБ теоремы о циркулящи. 

Т. Циркуляцтя по какой-нибудь лин!1и въ сложномъ пол» 
равна алгебраической сумм циркулящй по той же лин1и въ 
слагаемыхъ поляхъ. Это видно непосредетвенно изъ слфдующаго: если 


=, Но, ... 4, 


то 


О= Дичь ны: Е) = 
4 и, -Е ше т + вы - ко, 6, 3. 


П. Возьмемъ замкнутую лин 
АБСПА и составимъ пфлую сЪть ли- 
нш, соединяя между собою различныя 
точки данной лини линями произволь- 
наго вида, & также соединяя произ- 
вольно взятыя точки этихъ поелфднихъ 
лин произвольнымЪъ образомъ. Соста- 
вимъ циркуляши по отд$льнымъ зам- 
кнутымъ литямъ, которыя при этомъ 
образовались, соблюдая услове, чтобы 
направленя этихъ циркулящ! соотв т- 

Фиг. БТ. ствовали направлено циркулящи по 

лини АВСПДА, т.-е. чтобы въ тЪхъ ча- 

етяхъ каждой замкнутой лини, которыя входятъ въ составъ данной длиШи 
АВСПА, направлене циркулящи совпадало съ направленемъ цирку- 
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лящи 00 этой лиюви. При вычислени суммы циркуляшй по всфмъ ча- 
стичнымЪ замкнутымъ лишямъ придется по каждой добавочной лини 
проходить два раза въ противуположныхь направлешяхъ, и это дасть 
каждый разъ линейные интегралы, численно равные, но противуполож- 
ныхЪ знаковЪ; поэтому при суммировани веЪхъ 

циркулящй останутея только линейные интегралы Н 

по отрЁзкамъ первоначальной лиШи и составятъ 
полную циркуляцю по этой лин. Если окажутся 
внутренн1я замкнутыя линш, т.-е, не имВюшия 
общей части еъ данною, какова напримЪръ на 
фигур$ 57 лия ЕЕСНУ, то и тамъ напра- 
влеше циркуляции должно быть взято такое же, 
какъ на смежныхъ съ нею замкнутыхъ ливяхЪ, 0 
какЪ это показано на чертеж стрЪлками. При- Фиг. 58. 

нимая все это во внимане, мы находимъ: Сумма 

циркуляц!й по отд$льнымъ прилегающимъ другъ къ другу 
лин1ямЪъ равна циркуляц1и по общему контуру этихъ линий. 

Частное приложенте. Для дальнфйшаго полезно замЪтить сл$- 
дующий частный видъ этой теоремы: Циркуляц!я по сторонамъ 
грани какого-либо тетраздра равна сумм циркуляц!й по ето- 
ронамъ трехъ другихъ граней. Направлеме циркулящй, согласно 
вышеизложенному правилу, показано на фигур% 58 стр$лками. 

200. Поняме о вихрЪ. Наряду съ скалярнымЪ элементомъ, расхо- 
жленемъ, для всякой точки векторальнаго похя имЪетъ столь же важ- 
‚ное значеше другой элементъ, вектор1альный, который принято называть 
„вихремъ“. Этотъ терминъ-взятъ тоже изъ гидромеханики; тамъ онъ 
служить для характеристики такого движенля жидкости, въ которомъ 
ея частицы имфютъ вращене и въ которомъ поэтому. при нЪкоторыхъ 
услов1яхъ, дЪйствительно могутъ появиться вихри и въ обыденномъ смыелЪ 
этого слова. Не слЪдуеть однакоже чисто геометрическое поняте о 
вихряхъ векторальнаго поля непремВнно отожествлять съ этими гидро- 
механическими представленями. 

Намъ предетоить ниже доказать сл$дующее свойство веякаго 
вектор1альнаго поля: Всякая точка поля, М, схужитъ началомъ 
нфкотораго вектора м, называемаго вихремъ и им ющаго 
свойство, что проекцля его на нормаль къ безконечно-малой 
площадкВ с, содержащей точку М и имфющей какое-либо 
произвольно заданное направленте, равна пред$лу отношен1я 
циркуляц!и с по контуру этой площадки къ величинЪ ея пло- 
щали. Это можно выразить сл$дующею формулою: если у ортъ, на- 
правленный по нормали къ площаде$, то 


= 
м. у— Шп., . (438) 


Й.27 


ф 
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Относительно направленя циркуляши и направленя нормальнато 
орта мы условимея сл$дующимъ образомъ: будемъ нормальный ортъ 
проводить въ ту еторону, откуда обходъ по контуру площадки кажется 
совершающимся по часовой стр%лЕ%. 

Указанное свойство поля въ боле общей формф, которая будетъ 
показана ниже, носитъ назваме теоремы Стокса (ЗбоКез) и играетъ 
при изслфдованм всякаго векторальнаго поля весьма важную роль. 

Могутъ быть ворочемъ случаи, когда въ векторальномъ пол№ 
вихри отсутетвуютъ, а именно тогда, когда циркулящя по всякому 
замкнутому контуру равна нулю. Такое поле называется потенц1аль- 
нымЪ (глава ГХ). 


201. Предварительныя формулы для вывода теоремы Стокса. Теорема 

Стокса въ общемъ вид выражаетъ преобразоване циркулящи по какой- 

р нибудь конечной замкнутой лини въ инте- 

гралъ, распространенный по поверхности, 

имЪющей эту лишю своимъ контуромъ, и 

формула (438) служить основашемъ для этой 

теоремы. Для вывода этой формулы раземо- 

тримъ н%®сколько частныхъ случаевъ. Возь- 

мемъ въ векторлальномъ полз безконечно- 

малую замкнутую. линйю, лежащую въ пло- 

0 скости, перпендикулярной къ орту 1 и имЪю- 

щую форму прямоугольника АВОЕ со сто- 

ронами Ду и Ах, параллельными ортамъ ] и 

К. Еели вершина А опред%ляется полярнымъ 

векторомъ г, то для вершинъ Ви Е то- 

нс лярные векторы будуть: г Ау] и г-| А2К. 

Разсмотримъ сначала линейные интегралы 

по сторонамь АВ и РЕ. Если для какой-нибудь точки М лийи АВ 
векторъ поля имфетъ значеше 


р 


и = х-- я -- ЯК, 


то для точки М еъ тою-же координатою у, но лежащей на лини 
ДЕ, векторъ п имЪетъ значеше 


Е 


Кром того линейные интегралы п0 АВ и ДЕ различаются 
своимъ знакомъ; такъ что, беря среднее значене вектора на каждый 
изъ этихъ лин, имфемъ: 


Гм. м хи —и.]Ау— п.) Ау. 


АВ 


199 —= 


Точно такъ-же, разсматривая значен!я вектора п на лийяхъ ВАи ВО, 
находимъ, что они различаются велЪдетные того, что на второй изъ 
этихЪ лин каордината у получаетъь приращене Ау; поэтому 


Далле-- Ди. че". КАя и.КЛа, 
" "ВА 


Вр 


„ 


гдЪ 
и" — (Жили) ( У Ау) (2-5, 4) К. 


Принимая во внимаше свойство ортовъ, что }.К==К.1=1.] =0, для 
всей пиркулящи с. по лини АБЛОЕАЛ находимъ: 


дуг. (439) 


Эль ЛуАле изм$ряетъь площадь прямоугольника АВШОЕ. Если 
вмзето прямоугольника взять ьЪ той-же плоскости другую замкнутую 
лин. произвольной формы, то циркулящю по ней можно выразить 
суммою выраженй (439). А именно, площаль, ограниченная этою 
линею, можетъ быть разбита двумя системами параллельныхъ прямыхъ 
на площади прямоугольниковъ достаточно малыхъ, чтобы можно было. 
беря сумму циркулящИ и выражая ихъ по формул (439) черезъ зле- 
менты площадокъ, пренебрегать т$ми площадками, которыя не пред- 
ставляютъ с0б0ою полныхЪъ прямоугольниковъ. Съ другой стороны, но 
теорем ИП 8 199. можно сумму циркулящй по контурамъ элементар- 
ныхЪ площадокЪъ, включая сюда и контуры неполныхъ прямоугольни- 
ковЪъ, замЪнить пиркулящею по всей данной замкнутой ливи и на- 


писать: 
0% 0У "0х 0 
Е А (. ‘р ) 4 440 
С. Ни № (9, | УЕ з 9 08 п \ ) 
ГдЪ 4, злементъ площади, а интеграль распространяетея на всею пло- 
щадь, отраниченную ланною замкнутою лин!ей. 

Жехли эта площадь сама безконечно-малая, то, независимо отъ 
ея формы, циркулящя по ея контуру можетъ быть выражена однимъ 
элементомъ интеграла, (440), т. е. формула (439) или 

97 и 

а < 441 
Сх | де т ( ) 
глЪ с, есть площадь безконечно-малой площадки, перпендикулярной 
къ оси (1), справедлива, независимо отъ формы площадки. Разематривая 
при той-же точкВ поля безконечно-малыя площадки, перпендикулярныя 
къ двумъ другимъ координатнымь осямъ, мы найдемъ аналогичныя 

выраженя для пиркулящй по ихъ контурамъ: 


_ 9х 9 Шри 0х 
с (5—9)  @ (орду). _ 


—— 2) —= 


202. Окончательный выводъ теоремы Стокса для элементарной пло- 
щадки. Вычиелимъ теперь циркуляцию вокругъ площадки, какъ-нибуль 
наклоненной къ ортамъ. Для этого первоначально опять возьмемъ пло- 
щадку спешальной формы и притомъ въ вид треугольника, стороны 
котораго параллельны координатнымъ плоскостямъ. Означая черезъ у 
орть, перпендикулярный къ основамю ЕС тетраэдра (фиг. 58) и 
направленный во внфшнюю его сторону, площадь этого основаня черезъ 
с, а площади другихъ граней черезъ о„, оу, о,, имЗемъ: 

ОУ Роу. |, ое УИ 
Означая черезъ с пиркулящю но ЕСН и пользуясь примфчаюнемъ въ 
конц 8 199, находимъ: 
и би 6, 


гл во второй части стоятъ циркулящми цо боковымъ гранямъ тетра- 
эдра, которыя выражаются формулами (441) и (442). Поэтому 
Уд ОЭ а 9х 907\. 0У 9х 
Теперь можно отрфшитьея отъ спешальной формы площадки. Всякая 
площадка, конечная или безконечно-малая можетъ быть разбита на, тре- 
угольники со сторонами, параллельными ко- 
ординатнымъ плоскостямъ, и на площадки иной 
формы, прилегаюцщйя къ контуру заданной пло- 
шадки. Возьмемъ вблизи ея (но не на ней) 
точку У и проведемъ изъ нея прямыя, парал- 
лельныя осямъ координатъь до пересфченя съ 
площадкою: соединяя прямыми точки перес%- 
ченшя Е, 4, Н, мы получимъ треугольникъ, 
стороны котораго параллельны координатнымъ 
плоскостямъ. ПослЪ этого легко всею данную 
фиг. 60. площадку разбить на тавме-же треугольники. 
Беря сумму циркуляшй по контурамъ каждой 
изъ полученныхъ элементарныхъь площадокъ, мы получимъ циркуляцию 
по контуру заданной криволинейной площадки. Съ другой стороны, веЪ 
циркуляц!и по треугольнымъ контурамъ можно выразить по формулф (443): 
суммируя обЪ части полученныхъ такимъ образомъ равенетвъ. мы при- 
соединимъ въ лфвой части циркулящи по остальнымъ, не треугольнымъ 
контурамъ; равенство суммъ отЪ этого нарушится, но разность значешй 
объихъ частей будеть безконечно мала въ сравнени съ каждою изъ 
нихЪ, поэтому при переход къ предЪлу это равенство опять возета- 
новляетея и мы получаемъ: 


а 


р к .у@8 (444) 


азия 


= 0 =—= 


гдз первый, линейный интегралъь распространяется по контуру за- 
данной площадки, а второй интеграяъ по всфмъ элементамъ этой пло- 
щади. 

Для безконечно малаго контура можно ограничиться однимъ эле- 
ментомъ этого интеграла, т-е. формула (443) справедхива неза- 
висимо отъ вида контура. 

Сравнивая эту формулу съ формулою (438), и принимая во вни- 
мане, что направлене площадки взято произвольно и сл$довательно 
эти формулы тождественны при всякомъ направлени площадки, мы 
видимъ, что послфдняя изъ этихъ формуль доказана. ВмфетЪ съ тмъ 
мы получили и аналитическое выражен!е для вихря: 

й АЕ И - д9У д 
Инь бы 

203. Распространене теоремы Стокса на конечную циркулящю. Имя 
формулу (443), мы можемъ теперь теорему Стокса выразить въ самомъ 
общемъ видф. Зададимъ въ векторальномъ полЪ замкнутую лин!ю 
произвольной формы, причемъ она можетъ быть и не плоскою, но 
должна, только удовлетворять условию, чтобы она сама себя не пересЪкала. 
Черезъ эту линшо проведемъ поверхность произвольной формы такъ, 
чтобы эта лишя служила ей контуромъ. Разбивъ поверхность на без- 
конечно-малые элементы и разсматривая каждый изъ нихЪ какъ плосвй, 
прим$нимЪ къ нимъ равенство, которое получается изъ (438), если 
тамъ отбросить знакъ предфла и умножить 06$ части на с, т.-е. ра- 


венство 
= м. -Р ес, 


гд$ = безконечно-малое. Суммируя 003 части такихъ равенетвъ для 
всфхЪъ элементовъ поверхности, означая эти элементы черезъ 48 и при- 
мфняя къ первой части вторую теорему 8 199, найдемъ 


0= и. т= ч.8, (446) 


хд% первый интегралъ распространяется на данный контуръ, & второй 
на ограниченную имъ поверхность. 

Чтобы представить эту теорему Стокса въ аналитической форм$, 
нужно сюда подставить выражене (445) и принять во внимаше, что 


1. У—= 608 (у, 2), ]-У==608 (у, 9), К-у==ео08 (у, 2) 
и что 
п. 1 = 44$ с03 (1, 45); 
мы получимъ: 


С= /[шоов (п, 48) = / [(37-—95) 08 (у, ж)-|- 


ки аня [ая 


0 


204. Обозначеня вихря. Поле вихрей. Векторъ, опред ляемый фор- 
мулою (445), мы назвали вихремъ. Каждой точк% ланнаго вектораль- 
наго поля соотвЪтствуетЪ такой векторъ, такъ-что вс$ эти векторы состав- 
ляютъ новое векторлальное поле, которое по отношентю къ данному 
называется его полемъ вихрей. Оно можеть быть изелЪдуемо такъ- 
же, какъ всякое другое векторлальное поле; объ этомъ будетъ сказано 
подробнфе въ елБлующемъ параграфЪ. 

Для обозначентя вихря употребляются различные символы: сит|, 
тоф (оть слова „гоог“), У и т. д; мы будемь употреблять первое 
ИЗЪ НИХЪ, Т.-е. ПИСАТЬ 


№ — по (447) 


По антлйски „сц“ значить „локонъ“, „завитокъ“. 
Если пренебрегать безконечно-малыми высшихъ порядоковъ, то 
вихрь связанъ съ циркулящею формулою 


ЕЕ: 5. (448) 


Такъ какъ эта зависимость скалярная, то она для опредфлешя вектора 
\ конечно недостаточна, т.-е. одною циркуляц1ею вихрь еще не 
опред няется; но онъ опредфляется тремя циркуляц!ями по без- 
конечно-малымъ контурамъь при данной точк%, лежащимъ въ трехъ 
нлоскостяхъ, нормали къ которымъ не комплянарны. Если эти нормали 
взять по направленямъ координатныхъ ортовъ, то можно видфть, что 
формулы (441) и (442) опредФляють скаляры въ разложени вихря по 
этимъ ортамъ, т.-е. если 


Жи К, 


то 
аи, — №. ОМ С-В о 
и поэтому 
Е 9 9 ОИ 5х 
У Е И и 


Врочемъ это видно и непосредственно изъ формулы (445). 


205. Линм вихрей. Теорема Гельмгольца. Тавъ какъ система векто- 
ровъ сш] и предетавляеть собою векторальное поле, то въ немъ можно 
строить лини тока, какъ и во веякомъ другомъ пол. Эти ливи на- 
зываются въ данномъ случаЪ вихревыми лин1ями. Это лиши, обла- 
даюшия свойствомъ, что въ каждой точкВ такой ливни вихрь направ- 
ленъ по касательной къ ней. Поверхность тока называется вихревою 
поверхностью. Если эта поверхность трубчатая, то ве вихревыя 
лини, въ ней заключенныя, образуютъ, аналогично съ струею, вихре- 


== 20 — 


вую нить (У/пЪеНааеп). Эти понятя играютъ важную роль какъ въ 
гидлромеханикЪ такъ и въ ученм объ электричеств®. 

Расходъ вихрей черезъ данную площадку с\м.у, называется на- 
пряжен1емъ вихревой нити. 

Это напряжете обладаетъ замфчательнымъ свойствомъ, доказан- 
нымъ Гельмгольцемъ (Неивон»2) въ примфневши къ гидромеханик»Ъ, 
но относящимся и ко всякому другому векторальному полю: во всей 
вихревой нити ея напряжев1е одиваково. 

Чтобы это доказать, достаточно показать, что во всЪхъ точкахъ 
поля вихрей расхождене равно нулю, т.-е. 


ум = @усие и = 0, (450) 
потому что по формулЪ (429) имЪемъ: 


№7’. У'5 — М. 5 


фум = - г 
65 


гд% въ числителЪ стоитъ разность напряжешй вихря для двухъ попе- 
речныхъ сфченй вихревой нити. Чтобы доказать, что Фусиа = 0, 
обратимся опять къ теорем$ Стокса. При вывод ея мы проводили че- 
резъ замкнутую лийю произвольную поверхность и нашли, что 


С= | ч.^ав, (451) 


гдЪ второй интегралъ распространяется на всЪ элементы той области 
этой поверхности, которая ограничена лиею, служащею для опредф- 
леня циркуляши (С. Проведемъ черезъ ту же замкнутую линю двЪ 
различныхъ поверхности 5 и 5’. ограничивающихъ собою н*который 
объемъ. Пусть будеть м’ значеше вихря въ точкахъ второй поверх- 
ности, а У вормальный ортъ въ точкахь этой поверхности, считаемый 
ВЪ ту же сторону, какъ и для первой поверхности, т.-е. такъ, что если 
ортъ у направленъ по внфшней нормали къ объему. то орть У напра- 
вленъ по внутренней нормали; тогда, по независимости интеграла, (451) 
отъ вила поверхности 

Д яав= | ’.уа8. 

(5 (97 
Если же для второй поверхности вмЪфсто орта у брать ортъ у, ему 
противоположный и слЪдовательно направленный тоже во вн$шнюю 


сторону по отношеню къ объему, то во всЁхъ элементахъ второго 
интеграла нужно перемЪнить знаки на противуположные, и тогда, 


Дя-уав-[- | ж’.уав' = 0 


(5) (87 


—= 20%: = 


ИЛИ 
\.у45 = 0. 


($191 


т.-е. интегралъ, распространенный по замкнутой поверхности, равенъ 
нулю. Но по формулВ Гаусеа, въ случаф замкнутой поверхности (8 195) 


[ я.›а5 = / аа 


и сл довательно 


‚[ бум — 0. (453) 


Такъ какъ это примЪнимо ко всякому произвольно взятому объему, то 
каждый элемевть интеграла (452) въ отдфльности равенъ нулю, т.-е. 
во всемъ полЪ 

ум —= фусиНа = 0. (453) 


Аналитическое доказательство теоремы Гельмтольца приводится 
ЕЪ ТОМУ, что 


ее = а т г. - 
ы (5 "т 


ду о= г ‘ду г. 


д (=— 97 


0У ох 
08 вы ТГ 90. < 


м 


Обращаясь опять кЪ вихревой нити, мы видимъ, что она, по 
теоремЪ ТГельмгольца, нигл% не можетъ прекратиться, т.-е. или она 
уходить своими концами въ безконечность или, если векторальное 
поле занимаетъ ограниченную область пространства, она замкнутая 
(см. 8 191. 


Приложешя и упражнен1я. 


103. Вихри въ полЪ скоростей твердаго тБла, вращающагося около постоянной оси. 
Чтобы найти въ какой-нибудь точк® М этого поля вихрь по величин$ и по на- 
правлентю, раземотримъ циркулящи по контурамъ трехъ безконечно-малыхъ, 
взаимно перпендикулярных площалокъ, содержащихъ точку М. 

а) Пусть будуть у и \’ скорости точекъь 2 и ДГ’, лежащихъь на одномъ 
перпендикулярЪ РА къ оси вращензя, и о угловая скорость; проведемъ другой 
перпендикуляръ, образующий съ первымъ безконечно-малый уголь а и перес$- 
кающий траектори точекъ ЛГ и М’ въ точкахъ № и Л’. Вычислимь циркулящю 
по лини ММ! МММ: 


с —= 6 МАГ’. ху РР вдГ' №. вм М.’ М М.-т, 


причемъ лиши 27'\’ и № разематриваются какъ прямолинейные векторы. Пер- 
вый и тремй членъ здЪсь равиы нулю вслёдсгые перпендикулярноети скоростей 
къ лишямь ММ’ п №ИМ: далфе, М'М№—= РМ. МК= РМ, %—=оРМ, 


® =«РМ'; поэтому 
с: = (РМ"?а — Ро). 
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ЗдЪфеь члены въ скобкахъ представляють удвоенныя площади секторовь Л’”РМ№” 
и ИР», а ихъ разность удвоенную площадь с, площадки, ограниченной линею, 
по которой вычиеляется циркуляция; 
такъ чго 

= 2061. 
Нормаль ч, къ площадкВ имфетъ на- 
правление оси вращеня: по формул а | 
(448) находимъ для вихря въ точки М : \ “> х 


№. 
1 


Г Ю 

5) Циркулящя вокругъ площадки А м” 
МО’, плоскость которой содер- 
жить ось вращеня, равна нулю, по- А [@ 
тому что скорость перпендикулярна 
ко всфмъ элементамь контура этой Фиг. 61. 
площадки. 

6) Циркулятая вокругь площадки МОВМ, ограниченной двумя круговыми 
дугами ММ и ОВ равныхъ радуеовъ и двумя прямыми, М@ и ВМ, параллель- 
ными оси вращен!я, тоже равна нулю, цотому чго элементы циркулящи, соотв$т- 
ствующие круговымъ дугамъ, равны съ противуположными знаками, & друге два 
элемента циркуляши равны нулю. 

Мы видимъ, что проевшн вихря на нормали къ двумъ послФднимъ ило- 
шадкамъ равны нулю, и поэтому онъ параллеленъ оси вращенйя. Вел детые этого 
изъ формулы (454) мы заключаемъ, что вихри во всёхъ точкахь поля геометри- 
чески равны, параллельны оси вращеня и своимъ тензоромъ имфютъ удвоенную 
угловую скорость. 


Не слБдуетъь думать, что существоване вихрей возможно только 
тогда, когда векторы мфняютъ свое направлете съ переходомъ отъ 
одной точки поля къ другой. Мотгутъ быть случаи, когда ваправлете 
векторовъ мфняется, а вихри вездЪ равны нулю, и случаи, когда вс% 
векторы поля параллельны, а вихри существуютъ. Это будетъ показано 
въ слфдующихь двухъ упражневяхъ. 


104. Въ гидромеханикЪ показывается, что возможно слёдующее движен!е 
несжимаемой жидкости. Она движется параллельно плоскости такъ, чго вс точки 
на одномъ пернендикуляр къ плоскости имфють скорости геометрически равныя, 
п притомъ въ каждой плоскости движея линит тока представляются концентри- 
ческими кругами, а центры всзхъ круговъ расположены на одномъ пердендику- 
лярф въ плоскости движеня, который можно назвать осью всего движения. 
Скорость ве хъ точекъ обратно пропорн1ональна ихъ разстоян1ямъ 
отъ оси движения. 

Вычислимъ циркуляцио по такому же контуру ММ'М№' ММ, который мы 
разсматривали въ упражнен!и 103, @). Такъ какъ теперь РМ“ = РМ, то цир- 
кулящя по этому контуру 

с, —=(РМ% — РМ а =0. 
Циркуляци по двумъ другимъ площадкамь, разсмотр$ннымъ въ томь же упраж- 
неши, равны нулю на прежнихъ основашяхъ. Отсюда мы заключаемтъ, что про- 
екцш вихря на три взаимно-перпендикулярныхъ направлен1я равны нулю; ел$ло- 
вательно вихря нТЪ. 


== —= 


105. Изм$няемое тфло совершаетъ движенще, которое называется сдлвигомъ: 
въ ТЛВ существуеть неподвижная плоскость, скорости всЪхъ точекъ параллельны 
ей и между собою, пропоршональны разетоянямъ отъ неподвижной илоскости и 
но разныя стороны оть этой плоскости имфютъ противуположныя направлен!я. 
Пусть неподвижная плоскость сдвига перпендикулярна въ плоскости чертежа и 
АВ ея слёдъ, 8 разстояще точки М отъ плоскости, такъь что скорости точекъ 
М и М’ пыфютъ величины: 


=, = $', 
- № гдф п общ для всзхь точекь „воэффи- 
М >’ щенть сивига“. Циркуляшя по контуру 
28° прямоугольника ИЛ МММ: 
М ИИ 


с—= М! № — ММ№о—=пММ№М$ — 9 = иъ, 


тлф с измфряеть площадь прямоугольника 
ИМ'М'М. Если У ортъ, нормальный къ 


этой площадкЪ, то для вихря имфемъ: - 
А р В ь 
Е 62 а (852 


Циркулящя по контуру, плоскость котораго параллельна непохвижной плоскости, 
равна нулю, потому что тамъ скорости веЪхъ точекъ геометрически равны. Цир- 
куляя по контуру, лежащему въ плоскости, которая периендикулярна въ плос- 
костямъ двухь первыхъ контуровъ, тоже равна нулю, потому что тамъ скорости 
перпендикулярны ко всфмъ элементамъ контура Отсюда мы заключаемт, что 
вихрь состоитъ только изъ одной слагаемой (455) и представляется поэтому век- 


торомъ, перпендикулярнымъ къ плоскости прямоугольника ММ'М'М. Можно 


написать: №! — их. 


106. Опредфлить вихрь въ полф скоростей въ общемъ случаВ движеня 
твердаго тфла по формул® (445). Отв ть: 


\ = 2(Фз1 + «у Ро. К) = 2%, 


гдф ® векторъ угловой скорости. 


107. Опред$лить вихрь въ пол ускоренй въ общемъ случа лвиженя твер- 
даго тъла. ОтвЪтъ: 


\ — 2%, 


гд$ ®. геометрическая производная угловой скорости. 


108. Показать, что въ поляхъ, разсмотрзнныхь въ упражневяхъ 100. 101 
и 102, вихри отсутетвують. 


Друя дифференнальныя опера въ вектомальномъ полф. 


206. Градентъ. Въ 8 182 было уже замЁчено, что авалитическое 
изучене векторальнаго поля сводится къ изучешю трехъ авалитиче- 
свихъ функций Х, У, Я, скаляровь въ разложеюи вектора ц по 0р- 
тамъ, зависящихъ отъ трехъ независимыхъ перем$нныхъ, скаляровъ 
1, у, в въ разложети полярнаго вектора г по ортамъ. Каждая изъ 
этихъ функц при помощи н%которой дифферентальной операши 
приводить къ особому векторальному полю; эта операцйя, которая мо- 


и == 


жетъь быть примфнена ко всякой функщи трехъ перем$нныхъ, выра- 
жается символомъ 


9. О д 
УМ=1- д де К, (456) 


и получаеть реальный смыель, если подъ знакъ \/ и подъ знаки част- 
ныхь производныхъ подставить какую-нибудь функцию перем нныхъ 
д. у, 2, напримЪръ: 
По о 
а Е (457) 


Получаемый такимъ образомъ векторъ называется градлентомь 
данной функши или также ея лифференц!альнымъ параметромъ 
перваго порядка. Такъ какъ такой векторъ можетъ быть построенъ 
для всякой точки т, то мы и получаемъ цфлое векторальное поле 
граментовъ. 

Операня \/ надъ векторомъ, а не надъ скаляромъ. не иметь 
прямого смыела. Если составить 


я , 9(Ха- У ЯК). 
Мааса 2 Е 


От ею оба У) 
е ря ЗЕ Е К, 


вонечно считая при этомъ 1 $}, Е постоянными, то это приводить къ 
произведешямь и, 1], 1%, ... не геометрическимъ и не вектор1- 
альнымЪ. Они могутъ быть конечно такъ или иначе условно пони- 
маемы, но мы не будемъ здЪеь вводить необходимыхъ для этого но- 
выхьъ опредЗленй и операщи \/ надъ векторами производить не 
будемь. Лжиббсъ (0125) называетъ выраженя, гдЪ два вектора, 
поставлены рядомъ и не соединены между собою ни знакомъ геоме- 
трическаго ни знакомъ векторальнаго произведеня, д1адами, и 
строить на нихъ Цфлую методу векторлальнаго анализа, о которой 
будеть дано поняте въ конц% посл$дней главы. 


207. Формальная связь градтента съ расхожденемъ и вихремъ. Весьма, 
удобно и самый символь \/ формально разематривать какъ векторъ, 
а символы 0/0%, 0|1ду, 0102 какъ скаляры, т.-е. производить надъ ними 
дЪйствя по правиламъ векторальнаго анализа. Тогда, пользуясь свой- 
ствомъ взаимной перпендикулярности ортовъ 1, }, К, можно написать: 


Ул = (ЕЕ а г к). ба 3-26) 


9х ду 07 
Е ай 
ОЕ О - 9 ; . 
УХи= (= К) Х а- У] + 2%) 


и ео 


-—- 208 — 


то-есть 
\/ . п = ами, 
\/ Жа= сима. 


Замфтимъ еще формулы 
АХ. т ЛУЛУ. АЙ (458) 


которыя получаются оть геометрическаго умножен!я выражен вида 
(457) на г —= Ал -- Ау] | А2Е, но которыя прим нимы впрочемъ только 
тогда, когда векторъ г безконечно-малый и когда пренебрегается чле- 
нами высшихъ порядковъ. 

208. Дифференцгальный параметръ второго порядка. Будемъ разема- 
тривать символъ 


И. 


какъ геометрическое произведене двухъ геометрически равныхъ векто- 
ровъ, т.е., пользуясь формулою (456), принимать: 


пы еЕый ое 

м и в - к) (= ыы) = 
о, 
ао 


Напримфръ 


2х ох, 9х 
ее 
МХ = а ду? нЕ 0? * 


Такое выражев!е называется дифференц!альнымъ параметромъ 
второго порядка той функци, которая стоитъ подъ его знакомъ. Онъ 
тоже играеть важную роль при изучеши векторлальваго поля. 
ЗамЪтимъ себЪ, что если векторъ и есть градментъ какой-нибудь 
скалярной функц 7(5, 9,2), то но формуламъ (481) и (456): 


и = 737. (459) 


209. Операщи а. \/ надъ скаляромъ и (а. \/) надъ векторомъ. Цер- 
вый изъ этихъ символовъ мы будемъ понимать такъ: 


а. У = (а -Най Н.Ю. (1-е К) = 


9 9, 9 
59а ор Г ау ду Га Эа. (460) 
тавь что напримЪръ 
97 07 07 
&- У’ а; Ра а На: ор. (461) 


Если а есть ортъ даннаго направленя, то выражене (461) опред?- 
ляетъ собою проекцию гралмента функции У на это направлеше. 


—& т — 


Символь (460) можеть быть примВненъь и къ вектору; но нужно 
помнить, что \/й смысла не имФетъ (8 205); поэтому мы будемъ писать 
не а. \/и, а (а. \/)и, и это будетъ значить: 

У 2ю) 
0 = 

(х1-- +7ю | 9х 9х дх\. 
а, ВЕ = Е | ау ду а дв) 1-Е 


ду У дУ\. 07 97 97 к 
(“. 0х |- ау ду 4 в )9-Е (“ а Рау Ра» =) (469) 


(Хх + У} 2 9(Х1 
бо Ура Иа, ЧТ 


или сокращенно 
(а. \/)в = (а. \/Х)1-- (а. МУ) - (а. УХЕ. (463) 


210. Преобразоваше выраженя (сиа) Хх у. Это выражене намъ 
нужно при ршени одного весьма общаго вопроса (8 21). Опред$ляя 
градентъ геометрическаго произведеня и.у двухъ векторовъ, бу- 
демъ подъ знаками \/„(и.\) и \/(а.т\) подразумЪвать результат, 
который получается при оператщи \/, когда только одинъ изъ множи- 
телей и, у считается перемЪннымъ. Напримфръ, если Х’, У’, Я’ ска- 
ляры въ разложеши по ортамъ вектора у, считаемаго постояннымъ, то 


Мы . у) = хх’ УУ'-- 27) = Ухх)--У.(УУ)-- У 7) 


— ХХ УТУ РУ, 
5х (ыы (51 и) 
2 (+ о не к). (464) 
Легко видЪть, что 


\/ (а . м) = \/(а. м) - \/ка - 1). (465) 


Составимь теперь векторлальное произведеше 


(сани) Жи [ (9—1 (5 — #3 (= и) Х 
т У} и 
(5-9 

о а 93 


м 


Сравнивая это выражеше съ разностью 


(". У) — \/ (и. %), 


П. Сомовь.— Вектомлальный анализу. 14 
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которая можеть быть составлена по формуламъ (462) и (464), мы и 
находимъ: 


(са) Х == (х.\/)а — \У (а . т). (466) 


21. Измфнене вектора какого-либо поля въ зависимости отъ измф- 
немя его начала. Въ главз УП разсматривалось изм$нен1е вектора въ 
зависимости отъ изм$неня нфкотораго скалярнаго параметра. Теперь, 
въ нолЪ векторовъ, мы разематриваемъ измЗневе векторовь съ пере- 
холомъ отъ одной точки поля къ другой, т.е. въ зависимости отъ изм%- 
неня полярнаго вектора его начала. Такимъ образомъ здЪеь является 
вопроеъь о дифференцировави вектора по вектору. Общ вопросъ о 
такомъ дифференцирован!и находится еще въ началЪ своего развития ') 
и мы въ него влаваться не будемъ, ограничиваясь поставленною выше 
задачею. 

Такъ какъ положен!е точки опредЗляется тремя скалярными пара- 
метрами, то, аналитически, измфнене вектора зависитъ отъ измфненя 
этихъ трехъ скаляровъ, и вопросъ приводится къ распространеню на 
три независимыхъ перем нныхЪ того, что разсматривалось въ глав УП, 
какь это и было уже въ конц той главы зам чено. Наша задача бу- 
деть состоять въ томъ. чтобы измфнеше вектора поля выразить одною 
общею векторальною формулою, объединивъ изм неше трехъ скаляровъ 
олнимъ векторальнымъ символомъ тг. Итакъ, мы имбемъ: 


и =), и = Дея); 


требуется выразить ти == — ий черезъ гк, п и тт. 
По формулЪ (399) 


5 = АУ} + АК, 
а отсюда, по формуламъ (458): 
ти == (УХ. ЕЕ. Е 
Прим няя же формулу (463), находимъ: 
ти — (с. Уд. 


Это выражене, замЪчательное по своей компактности, еще недостаточно 
наглядно; преобразуемъ его, пользуясь зависимостью (466). По ней 


ти — \/ „(а . тк) - (сии) Х Е; (467) 


*) См. между прочимъ: У1сфох Е1зейег. УесютоШекенйай оп ипб Уес- 
Фогицертаон, 1904 г. 


АН = 


и также 
'—=& + \/-@. т) -- (сина) Х тк. (463) 
При вывод этой формулы предполагалось, что <г безконечно-малый 
векторъ, выешими степенями котораго (степенями его тензора) можно 
пренебрегать; потому что мы пользовались формулами (458), которыя 
примфнимы только въ этомь предположени. Но если скаляры вектора в 
суть линейныя функщи скаляровъ т, у, г или, говоря короче, если 


векторъ и есть линейная функця вектора г (глава Х), то формулы 
(458) и для конечныхъь приращевй остаются вфрными; тогда, полагая 


ле —= Г Г. 


можно считать точки М(г) и М’(!) находящимися и на конечномъ раз- 
стоявшим другъ отъ друга, и формулу (468) переписать такт: 


и’ —п--- \Ун[а . (" — г)|-- (сай а) Х (г — к). (469) 


Приложеня и упражненя. 


109. Примфнить формулу (469) къ полю скоростей (%) въ двиаженши 
твердаго т$ла. Это поле опред ляетея формулою (74): 


= ох (т — к}; 


съ другой стороны, въ этомъь пол для всфхъ точекъ вихри геометрически равны 
и опред$ляются удвоенвымъ векторомъ угловой скорости, т.-е. си = (упр. 106); 
поэтому можно написать: 


У - - (сиу) Х (г — 15). 


Точно также для точки 1И'’(г”) имемъ: 


я’ — я, + : (сия!) Х (1 — г.) 


1 , 
—% НЕ р (сих Ух = то), 
откуда вычитамемъ находимъ: 
ВЫ и 
У (сцу) х ((г' — г), 


Сравнене съ формулой (469), которое можно сдфлать, потому что у линейная 
функшя вектора г, показываеть, что для поля скоростей тверлаго тфла 


УИ [у . (г —1)] + а (сиу) Х (г — к) = 0. 


Предлагается это проврить по формуламъ 88 206 и 210. 
110. Вь пол% скоростей движеня какого-нибудь изм$няемаго т%ла 
выдВлить для точекъ безконечно-малой частицы скорости лвиженя безъ дефор- 


14* 
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мани отъ скоростей, зависящихъ только отъ деформаши. Отв тъ: На основанш 
результата предыдущей задачи, который можно теперь прим нить только къ без- 
конечно-малой частиц$, если у есть скорость точки М(г), то скорость \ смежной 
съ нею точки М’), принадлежащей той же частиц® измфняемато тёла, можетъ 
быть разложена на дв: 


"’ 
У, + У, 


тлф у.’ скорость движен1я безъ длеформацаи, а у,’ зависить только оть деформацги: 


У ==У- 5 сиу Х (и — к), У» == МУ (у. г — №) -|- р (сиу) Хх (и'— т). 


ГЛАВА 1Х. 
Поля: потенщальное, еоленоидальное и общаго вида. 
Потенщальное поле. 


212. Различные виды потеншальныхъ полей. Расхожденше и вихрь 
весьма важны для характеристики векторальнаго поля. Мы увидимъ 
ниже, что эти элементы, при н%которыхъ добавочныхъ услойяхъ, мо- 
тут даже вполнЪ опредЪлять собою самое поле. Этоть вопросъ соета- 
вляетъ одну изъ основныхь задачь всей математической физики. Въ 
общемъ елучаЪ, въ данномъ пол для всякой его точки существуеть и 
тотъ и другой элементъ. причемъ первый изъ нихъ, Ф1уй, скалярный, 
а второй, сии, векторальный; но могутъ быть случаи, когда во веемъ 
пол$ или въ нфкоторыхъ его областяхъ тотъ или другой изъ этихь 
элементовъ отсутствуютъ, и также можетъ существовать такое поле, 
въ которомъ оба эти элемента отсутствуютъ. Вс эти елучаи имютъь 
важное физическое значене и требуютъ поэтому болфе близкаго раз- 
смотря; притомъ же мы увидимъ, что поле общаго вида можетъ быть 
разложено на поля этихъ частныхъ видовь, и такимъ образомъ упро- 
щаетен его изученте. 

Поле, въ которомъ си =0, мы назвали потенц1альнымъ (8 199). 

Поле, въ которомъ #уи—0, мы назвали соленоидальнымъ (8 190). 

Поле, въ которомъ и @Фуи==0 и си|и==0, носитъ назвае Лапла- 
сова поля по причин, которая выяснится ниже. 

Поле самаго общаго вида называется иногда вихревымъ полемъ 
({УпфеНеа), такъ какъ содержить вихри; но это можеть повести къ 
смёшеншю съ поняемъ о полЁ вихрей (8 204), и поэтому мы ему 
спешальнаго названгя давать не будемъ. 

Поле можеть быть потеншальнымъ или во всемъ пространствЪ или 
оно можетъ быть ограниченнымъ или, наконецъ, оно можетъ быть потен- 
цальнымь только въ н%которыхъ областяхъ, причемь въ остальныхъ 
областяхъ оно будетъ или соленоидальнымъ или полемъ общаго вида. 


= 


Въ упражнешяхъ 100 и 101 поле потенщальное, въ упражнейяхъ 
98 и 105 поле соленоидальное, въ упражневи 102 — Лапласово, въ 
упражневи 99 поле общаго вида. 

213. Потенщалъ. Переходя теперь къ изучею потенц1альнаго 
поля, мы будемъ пока предполагать, что пространство, занимаемое по- 
лемъ, неограничено и что во всемъ этомъ пространетвЪ нЪтъ областей, 
которыя содержали бы вихри. Такое поле, согласно съ теоремою Стокса, 
(8 203), характеризуется т%мъ, что въ немъ циркуляция по 
всякой замкнутой лини равна нулю. Иначе можно это поле 
охарактеризовать тфмъ (8 198), что въ немь линейный интегралъ 
между двумя произвольно взятыми точками Ои М, 


В ЛШ. т. р (470) 
/ 


не зависитъ отъ вида пути, по которому онъ берется. 

Идя каждый разъ отъ одной и той же точки О къ какой-нибудь 
точкЪ М векторальнаго поля, мы получаемъ для поелфдней скаляръ ВБ, 
не зависяний отъ пути интегрированйя, а зависянйй только отъ поло- 
женя этой точки. Такимъ образомъ мы получаемъ скалярное поле (В) 
(8 193). 

Если за исходную точку вмфсто точки О взять другую, О’, то 
всЪ скаляры В измфнятел на одну и ту же величину; потому что 


а: + п. ч—= В В, 


[9724 


гдз В. для веЪхъ точекъ М одинаково. Такъ какъ исходная точка О 
можеть быть выбрана произвольно, то скалярное поле (В) не вполнЪ 
опредфляетея векторальнымъ полемъ (п): въ зависимость между ними 
входить произвольное постоянное. Это обетоятельство вирочемъ 
существеннаго значеня не иметь, такъ какъ насъ будуть интересо- 
вать только изм$нен!я скаляра В и слЪдовательно будуть играть 
роль только разности значе линейнаго интеграла для двухъ какихъ- 
либо точекъ поля. Чтобы избфжать присутетыя этой произвольной по- 
стоянной, можно или разъ навсегда выбрать начальную точку или, какь 
это бываетъ удобно во многихъ приложеняхъ, въ особенности въ теори 
притяжешй, взять исходную точку въ безконечности. Само ©обою по- 
нятно, что это возможно только тогда, когда векторъ и на безконеч- 
ности исчезаетъ, и притомъ такимъ образомъ, что линейный интеграль 
остается при этомъ конечнымъ, несмотря на безконечный путь инте- 
грированя. Ниже это будеть подробн%е разобрано. 

Интегралъ В называется потенц1аломъ даннаго поля (9), 
которое поэтому и называется потенц1альнымъ. 
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Дальше мы будемъ считать точку О заран%е выбранною и для 
потенщала принимать формулу (470). 

Сотлаено предыдущему, потенщалъ есть скалярная фунещя по- 
лярнаго вектора г точки поля, & поэтому аналитически онъ предета- 
вляется функшею координатъ этой точки: 


В — Ув, у, 2). (471) 


При изучен!и потентала большую роль играютъ геометрическя мета 
точекъ, для которыхъ потенщалъ имфетъ одно и то же значене. Эти 
мЪста суть поверхности, по услов!ю: 


У(х, ч, =) == с0186. (472) 


Эти поверхности называются поверхностями уровнях (гидромеханика) 
или потенц!альными. Давая постоянному во второй части уравневля 
(472) разныя значеня, мы получаемь цЪлую систему потенщальныхъь 
поверхностей. Всякая такая поверхность имфетъ свойство, что линейный 
интеграль отъ точки О до всякой точки этой поверхности имЗетъ одно 
и то же значенте. 

214. Опредфлене вектора по данному потенщалу. Формула (470) опре- 
дфляетъ потенщаль по данному векторальному потенщальному полю. 
Предположимъь теперь наоборотъ, что данъ потенщалъ, и требуется 
для какой-вибудь точки М найти значене вектора п. Возьмемъ около 
точки М безконечно къ ней близкую Л; для нея 


И. 


ом 


и можно написать, ограничиваясь однимъ элементомъ интеграла: 


В’ ВЕ п.п о (413) 
Им 
Прим$нимъ это уравнене къ случаю. когда точка М находится на 


одной потенщальной поверхности съ точкою №: тогда В’ = В, и мы 
имъемъ: 


Это показываеть, что векторь и направленъ перпендикулярно къ “г; 
но такъ какъ при этомъ г можеть имфть всякое направлене на по- 
теншальной поверхности, то отсюда слфдуеть, что векторъ ий въ 
точек М направленъ по нормали къ потенц1альной поверх- 
ности, проходящей черезъ эту точку. 

Пусть теперь М и М’ находятся на разныхъ потенщальныхъ по- 
верхностяхъ. Возставимъ изъ М нормаль къ проходящей черезъь нее 


о 


поверхности, и пусть будетъь Ап отрзокъ нормали между поверхно- 
стями (В) и (В'); въ этомъ случаЪ 


В'— Ви. = с иАи, (474) 


гдф верхй знакъ относится къ случаю, когда уголь (и,тг) острый, 
а нижнш знакъ случаю, когда 
онъ тупой; но въ первомъ елу- 
ча В’ В, в во второмъ В’ В. 
Отеюда заключаемъ, что векторъ 
ть. п направленъ по нормали къ 
Е 1 в потенитальной поверхности въ ту 
Фиг. 68. сторону, куда потенц1алъ воз- 
растаетъ. 
Въ формулЪ (474) мы пренебрегали безконечно-малыми высших 
порядковъ; переходя къ предЪлу, мы находимъ для чиелевнаго зна- 
ченля вектора п: 


о 2 = 
А — 


а. (415) 


В — В есть приращеше фуньци Их, у, 2), которое она полу- 
чаеть при переходЪ отъ одной потеншальной поверхности къ другой, 
къ ней безконечно-близкой. Покажемъ, что предёлъ отношеня этого 
приращевя къ отрзку нормали между обфими поверхностями есть 
градленть потенщала или его дифференцальный параметръь 
перваго порядка (8 205). Если превебрегать безконечно-малыми выс- 
шихЪ порядковъ, то 


, Вы вой 9т О 
В— В =«ау= О Ах -- ва Ау 5. Ав: 
еь другой стороны 
п. ХА | УЛ 


Такъ какъ эти выражешя равны при всякомъ <г, т.-е. при всякихЪь 
значеняхъ Дл, Ду, Д2, то изъ равенства (473) получаемъ: 


(ДЯ 97 р 
ИКИ, , (476) 
п ХЕ Ук № (477) 
= ут. 


215. Лини тока въ потенщальномъ полф. Потенщальныя поверхности 
даютъ весьма наглядное предетавлеше о распредзлени векторовъ поля. 
Проведемъ систему этихъ поверхностей, соотв тетвующую равноотетоя- 
щимъ значенямъ потенцала. Во всфхъ точкахъ векторы къ нимъ нор- 


— 217 — 


мальны и направлены въ сторону возрастающаго потенщала *). Отсюда 
непосредственно слЪдуетъ, что вс ливи тока пересЪкаютъ систему 
потенщальныхь поверхностей нор- 
мально. ДалЗе мы видимъ, что тамъ, 
гд% эти поверхности проходять т%е- 
нфе, тензоры векторовъ больше, по- 
тому что тогда но формул (475) 
при постоянномъ числител знаме- 
натель меньше. 

Еели векторы во всемъ поль = 
конечны, то нигд% смежныя потен- 
альныя поверхности не могутъ Фиг. 64. 
другъ друга касаться; онЪ не могутъь 
также нигдф пересекаться, такъ какъ это дало бы для одной точки 
два значеня вектора, а мы разематриваемъ однозначное вектораль- 
ное поле. 

Если поле нетолько потенцщальное но вметВ съ тфмъ и солено- 
идальное, т.-е. если оно Лапласово (8 212), то всЪ лиши тока своими 
концами уходятъ въ безконечность. Въ 8 191 было уже замЪчено, что 
въ соленоидальномъ полф лини тока могутъ быть только или замкну- 
тыми или своими концами уходить въ безконечноеть; но первый случай 
здЪеь невозможенъ, такъ какъ линейный интегралъ 


р 


по лини тока, т.-е. при совпадени направлевшй векторовъь чи “т, со- 
стоить только изъ положительныхъ (а при обратномъь направлени 
только изъ отрицательных) элементовъ, и потому циркуляцщя по ли 
тока не можеть равняться нулю, что противор$чить предположеню, 
что поле во всемъ неограниченномъ пространств потенщальное. 


216. Важный частный случай потенщальнаго поля. Предположимъ, 
что потенщальная функшля есть какая-нибудь непрерывная функщя 
разетояня ху точки поля отъ полюса, 


У—=1), 


остающаяся конечною во всемъ полЪ за исключешемъ развф самаго 
полюса, гдф она можеть обращаться и въ безконечность. Потенщаль- 
ными поверхностями служатъ концентричесвя сферы съ центромъ въ 


т) Часто въ физик потевшель разематривается съ обратнымъ знакомъ; 
тогла В’— В= — и.тг, и векторы поля ваправлены въ сторону убывающаго 
потевщала; слово „граменть“ замфияется въ этомъ случаЪ словомъ „падеве“ 
(бе Те). 


== #18 == 


полюс. ОтрВзокъ нормали между двумя смежными поверхностями 
Ап == Ду. Тензоръ вектора поля по формулЪ (475) равенъ производной 
а{(») -/ 
о = Г”, 
а самый векторъ и направленъ по вектору г, въ ту или другую его 
сторону въ зависимости отъь знака этой производной, такъ какъ онъ 
направленъ въ сторону возрастанмя потеншальной функщи ($ 213). 
* . 
Принимая во внимаще, что ортъ вектора равенъ этому вектору, дЪ- 
ленному на его тензоръ, имфемъ: 


и = и т. (418) 

Опред$лимъ расхождене этого поля по формулЪ (429), замЪтивъ 
для этого, что лиши тока какъ лини, ортогональныя къ потенцаль- 
нымъ поверхностямъ, здесь прямыя, проходяпия черезъ полюсъ. Возь- 
мемъ отр$зокъ струи, им$ющей своимъ ноперечнымъ сф$ченемъ с весьма 
малую плотадку на потевцальной поверхности (7); такъ какъ струя 
имфетъ здЪсь коническую форму съ вершиною въ полюс, то на по- 
верхноети (7-|- Д») сфчеве струи будетъ: 


(и №)? 
ей 8; В -з 


а поэтому по формул (429): 


О 
фуи = Ша -— ат я 
али = ®. (479) 


Отм$тимъ еще особенно важный случай, когда 


Г 
у э 


тдЪ К постоянное. Тогда ино формулЪ (478) 
а (480) 


а формула (479) даеть ти =0, т.-е. это поле Лаплаеово. 


Потенилальное поле въ многосевязномъь пространств». 


217. Поняще объ односвязномъ и о многосвязномъ пространствахъ. До 
сихъ поръ мы преднолагали, что вектортальное поле занимаетъ неогра- 
ниченное пространство. Если это поле ограничено, то при изучени 


= ЭВ 


его нужно различать случаи, когда занимаемое имъ пространство одно- 
связное и когда оно многосвязное, потому что получаемые при этомъ 
результаты мотуть существенно различаться; наприм$ръ въ потеншаль- 
номъ пол, въ первомъ случаЪ потенщалъ однозначный, а во второмъ 
случа многозначный. Чтобы выяснить разлие между одноевязнымъ и 
многосвязнымьъ пространствами, возьмемъ въ данномъ какъ-либо огра- 
ниченномъ пространств произвольную точку А, проведемъ черезъ нее 
произвольную замкнутую лишю и будемъ эту лишю непрерывнымъ 
образомъ деформировать такъ, чтобы она, сокращаясь, обратилась въ 
предфлЪ въ точку А. При этой деформащи ливня можетъ или все время 
оставаться внутри ланнаго пространства или должна будетъ изъ него 
выйти. Еели для всякой замкнутой лии и для всякой точки А воз- 
можно обращеше лиши въ точку безъ выхода изъ даннаго ограничен- 
наго пространства, то посл днее называется односвязнымъ; если же 
это не для всякой замкнутой лии возможно, то пространство назы- 
вается многосвязнымъ. 

ПримЪры однобсвязнаго пространства: 1) все неограниченное про- 
странство, 2) область, ограниченная шаровою поверхностью, 3) область, 
внЪшняя по отношеню къ шару, 4) область, заключенная между двумя 
шаровыми поверхностями. 

Прим$ры многосвязнаго пространства: 1) кольцевое про- 
странство, 2) пространство, внфшнее по отношению къ кольщу, 3) про- 
странство, занятое доскою съ нфеколькими отверстями, 4) пространство, 
внЪшнее по отношеню къ одному или къ нфеколькимъ цилиндриче- 
скимъ поверхностямъ, сфчемями которымъ служатъ замкнутыя ливи. 

Веякое многосвязное пространство можно превратить вЪ односвяз- 
ное лополнительными поверхностями, „ллафрагмами“; причемъ подразу- 
м$вается, что проводимыя въ данномъ пространств замкнутыя лии 
дафрагмъ пересЪкать не должны. Этими дафрагмами устраняютея изъ 
разсмотр'Вн1я ТБ замкнутыя линш, которыя не могутъ быть обралцаемы 
въ точку непрерывнымъ сокращешемъ безь выхода изъ даннаго про- 
странства. Пояенимъ это ел дую- | 
щими примЪрами: Т) Дано коль- 
цевое пространство; оно много- 
связное, потому что замкнутая ли- 
нз АВСА, проходящая по всему 
кольцу, не можетъ быть непрерыв- 
нымъ сокращенемъ обращена въ 
точку безъ выхода изъ даннаго про- 
странства. Проведемъ поперечную Фиг. 65. 
д1афрагму (№ тогда въ кольиЪ 
уже нельзя проводить такихъ лин, какъ АБВСА; всякая же замкнутая ли- 
шя внутри кольца. не пересекающая д1афратмы, можетъ быть обращаема 


въ точку. Итакъ, пространство сдЪлалось односвязнымъ. 9) Дано про- 
странство, внфшнее по отношеню къ цилиндрической поверхности, 
имфющей своимъ поперечнымъ сЪчешемъ замкнутую лин!ю. Проведемъ 
вокругъ цилиндрической поверхности замкнутую линю АВСОА; она 
не можетъ быть обращаема въ точку непрерывнымь изм$нешемъ безъ 
выхода изъ даннаго пространства, т.-е. безъ входа въ область цилиндра, 
слфдовательно данное пространство многосвязное. Оно обращается въ 
односвязное д1афрагмою Р въ вид плоскости, ограниченной какою-либо 
образующею ДЕ цилиндра и распространяющеюся въ безконечность; 
потому что тогда уже нельзя проводить замкнутыя лини, обходяния 
вокругь цилиндра. 

Наименьшее число длафрагыъ, которое необходимо, чтобы много- 
связное пространство обратить въ односвязное, сложенное съ единицею, 


Фиг. 67. 


опредъляетъь порядокъ связности пространетва. Сообразно съ этимъ 
пространство можетъ быть двухсвязное, трехевязное ит д. Въ двухь 
предыдущихъ примфрахъ мы имфемъ пространство двухевязное, потому 
что для обращеня въ односвязное пространство было достаточно одной 
дафратмы. Пространство, занятое доскою съ двумя отверетями, трех- 
связное. Пространство, внЪшнее по отношеню къ четыремъ круговымъ 
цилиндрамъь съ параллельными образующими и не имбющимъ общихъ 
областей, пятисвязное. На фиг. 67, въ поперечномъ сЪчен?и, это про- 
странство четырьмя плоскими длафрагмами АБВ, СР, ЕЁ и СН обра- 
щено въ пространство одноевязное. 

218. Лини тока и потеншаль въ многосвязномъ пространствЪ. Въ 
потеншальномъ полф, заполняющемъ односвязное пространство, лини 
тока не могуть быть замкнутыми. Для Лапласова поля это было уже 
разъяснено въ 8 2М и было показано, что тамъ ливи тока своими 
концами уходять въ безконечность. Въ потенщальномь пол боле 


О =— 


общаго вида лини тока могутъ и не уходить обоими концами въ без- 
конечность: они могутъ начинаться въ какомъ-нибудь источник (8 19%) 
положительномъ, и оканчиватьсн въ другомъ источник, отрицательномъ, 
или, исходя изъ источника, уходить въ безконечность; но замкнутыми 
линями они всетаки быть не могутъ, такъ какъ циркулящя по лини 
тока равна нулю быть не можеть. Лругое дЪло въ многосвязномъ про- 
етранств$; тамъ циркуляшя по такой замкнутой лини, которая не 
можеть быть, не выходя изъ поля, обращаема въ точку, можеть и не 
равняться нулю, потому что вн% потенцальнаго поля и притомъ внутри 
такой замкнутой лини, могутъ проходить вихревыя нити. 

Изъ сказаннаго слфдуетъ, что въ односвязномъ пространств потен- 
щалъ можеть быть только однозначнымъ, а въ многосвязномъ про- 
странетвЪ онъ непремнно будетъ многозначнымь, если только суще- 
ствують въ пол замкнутыя лини тока. ДЪйствительно, исходя на такой 
ливи изъ какой-нибудь точки М, въ которой потенщаль имфетъ зна- 
чеше В, мы послЪ обхода возвратимся въ эту точку съ другимъ зна- 
ченемъ потенщала, потому что линейный интегралъь по линш тока, 
состоя только изъ положительныхъ или только изъ отрицательныхь 
элементовъ, нулю равняться не можеть. Этотъ случай требуетъ бол$е 
внимательнаго разсмотр$н1я. При этомъ, говоря о замкнутыхь лишяхъ 
тока въ потенальномъ полЪ, мы этимъ сэмымъ будемъ исключать изъ 
разсмотрз ня тЪ области, въ которыхъ существуютъ источники или же 
будемъ предполагать, что поле вообще Лапласово. 


219. Цикличесмя постоянныя потеншальнаго поля въ многосвязномъ 
пространствЪ. Циркулящя по лини, обращаемой въ точку, и въ много- 
связномъ пространств равна нулю, такъ какъ внутри такой лини въ 
потенщальномъ полф вихревыхъ лий не проходить; мы обратимъ 
теперь наше вниман!е на замкнутыя лини, не обращаемыя въ точку. 
ДвЪ такого рода ливши, которыя могутъ переходить одна въ другую 
непрерывнымь измфневшемъ безъ выхода изъ границъ поля, называются 
сравнимыми между собою. 

Циркуляц1и по двумъ сравнимымъ лин!имъ равны между 
собой. Пусть будутъ АВОА и АВСО’А’ двЪ сравнимыя линм. Соеди- 
нивь ДВЪ точки Е и Е этихь лиш, 
разсмотримь циркулямю © 00 ЛИН Е 
ЕАВОЕЕСОВАЕ'Е; эта лия можеть 
быть обращена въ точку, хотя для каждой 
изъ данных ливй въ отдЪльности это и 
невозможно; а потому циркуляця по этой 
лиЕйи равны нулю. Разобьемъ ее на сумму 
линейныхъ интеграловъ: 


0=(ЕАВОЕ)-|-(ЕЕ’)--(ЕОВАЕ)-Е (ЕЕ); 


Фиг. 68. 


= == 


тавъь какъ 
(ЕЕ)--(Е' Е) =0, 
(ЕОВАЕ) ей (РАВСЕ). 
то м находимъ 
(ЕАВОС'Е)=(ЕАВОЕ) 


Итакъь мы видимъ, что пциркулящя по лиши, не обращаемой въ точку, 
не зависить отъ формы лини, а зависить только отъ того, какое про- 
странство, внфшнее относительно даннаго поля, она обходить. Такимъ 
образомъ, для опредЪленя въ многосвязномъь потенщальномъ поль 
веЪхъ циркуляшй, не равныхъ нулю, достаточно разсмотр%Ъть н$ которое 
конечное число ихъ, р 

Эти циркулящи мы будемъ называть главными и ихъ величины 
циклическими ностоянными. 

Чиело циклических постоянныхъ равно числу д1афрагмъ, 
обращающихь многосвязное пространство въ односвязное. Для 
поясненя этого возьмемъ съ каждой стороны какой-либо изъ лафрагмъ 
точки Ми М’, безконечно близвя между собою, и соединимъ эти точки 
линею МВАСМ. не выходящею изъ поля и не перес%кающею ни 
этой, ни какой-либо другой мафрагмы. Интегралъ 


и. 
МАМ 


по этой ливи не равенъ нулю и отличается на безконечно-малую ве- 
личину отъ полной циркулящи по лини МВАСМ'М; поэтому въ пре- 


Фиг. 69. Фиг. 70. 


ДЪлЛЁ, когда точки Ми М’ упадаютъ на длафрагму, онъ обращаетея въ 
эту циркуляшю и опредфляетъь собою одну изъ циклическихъ поетоян- 
выхъ. Еели мы составимъ тавя циркуляши отдЪльно для каждой изъ 
дафрагмъ, то потом мы опредфлимь и вс другя боле сложныя 
циркулящи; потому что, если замкнутая линя проходить такъ, что 
пересЪкаеть нЪсколько существенно различныхъь дафрагиъ, то 
циркуляцю по ней можно замфнить суммою циркуляшй по н$еколь- 


а. 


кИимъ ливямъ, перес5кающимъ каждая только одну дафрагму. На фи- 
гурЪ 70 это пояснено для случая двухъ лафрагмъ. Лишя АВОРА пере- 
сФкаеть лафрагмы Р,©, и Р.@,, обращающая данную область въ одно- 
связное пространетво. 

Такъ какъ сумма линейныхъ интеграловъ 


(АЕО)-Р(СЕА)— 0, 


то циркуляшя (АВОГА), состоящая изъ линейныхъ интеграловъ (А ВО) 
и (СРА), можетъ быть замфнена, суммою слфдующихъ линейныхЪ инте- 
траловъ: 


(АВО)-Р(СЕА)--(АЕО)- (СОА), 


Т.е. состоитъ изъ двухъ полныхъ циркулящй (АВСЕА) и (АЕОПА), 
а слБдовательно равна суммЪ циклических постоянныхъ, соотв тетвую- 
щихъ отдфльнымъ д1афрагмамъ Р.(@, и Р,0,- 

Когда мы опред$ляемъ потенцлалъ линейнымъ интеграломъ (470), 
то мы можемъ идти отъ точки О къ точк% ЛМ различными путями: или 
прямо или присоединяя сюда циркуляц1ю по лини, не обращаемой въ точку, 
напримфръ (фиг. 69) беря линейный интеграль: (ОМ) (МВАСММ); 
въ посл днемъ случаЪ получается результаль, отличающийся отъ перваго 
циклическою постоянною. Ту же разницу мы получимъ, если одинъ разъ 
будемъ идти по лини ОМ, а другой разъ по лини ОВАСМ’М. 

Мы приходимъ къ сл6дующимъ заключенямъ: 

1) Число циклическихъ постоянныхъ равно порядку многосвязности 
пространства безъ единицы. 

2) Циркуляшя по линши, пересфкающей нфеколько существенныхъ 
длафрагмъ, равна сумм циклическихъ постоянныхъ, соотвфтетвующихъ 
отд$льнымъ дафрагмамъ. 

3) Въ многосвязномъ полз потенщалъ многозначный, и его значе- 
я въ данной точк® различаются циклическими постоянными. 


Опредвлен1е вектора потенщальнаго поля по данному раехожде- 
но во вефхъ точкахъ поля и по условямъ на границахъ поля. 


220. Пуассоново и Лапласово уравненя. Охною изъ озновныхъ задачъ 
математической физики являетен опредЪлене вектора, когда для его 
поля известны @1у и епт1. Сюда относится и главная часть той отрасли 
математической физики, которая обыкновенно называется „теорей по- 
тенцала“ и которая основывается на теорм кратныхъ интеграловъ, а 
также на теорли дифференщальныхъ уравнешй съ частными производ- 
ными. Мы не будемъ вдаваться въ подробное изложеве этого вопроса, 
такъ какъ это выходило бы за предфлы поставленной для этой книги 
иЪли, и ограничимся только основными соображенями, поскольку въ 
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нихъ играють роль векторальныя поняття, а также раземотрЪшемъ 
наиболфе простыхъ случаевъ. 

Вь частности, для потенщальнато поля вопросъ сводится къ тому, 
чтобы по данному 0 == @уи опредЪлить поле векторовъ или, какъ это 
бываетъ часто удобн$е, опредЪлить потенщалъ; послф чего векторъ и 
будетъ уже извЪстенъ по формуламъ (477) и (475). Для послЪдней цфли 
замфтимъ прежде всего то дифференщальное уравневше, которому удо- 
влетворяеть потентйаль. Формулы (471) и (476) дають: 


927, бт 97 
да ие ду? = д #4 (481) 


глЪ 9 = та данная функия координатъ, или въ векторальной форм 
(459): 
\УУ=а (482) 


гдз 9 = @ти данная скалярная функия полярнаго вектора, г. 

Уравнене (481) носитъ назваше уравнен1я Пуассона. 

Если расхождене поля, т.-е. о, равно нулю во всей изучаемой 
области, то уравнеше (481) или (482) зам няется слфдующимъ: 

97 97 97 
КА д? ду? гв де? д Ио 

которое называется уравнен1емъ Лапласа; откуда и самое поле въ 
данномъ случаЪ носитъ назване Лапласова поля (8 21). 


221. Преобразоване Грина. При изучени векторальнаго поля, на- 
ряду съ преобразоваями Гаусса и Стокса, важную роль играетъ пре- 
образоване Грина (Стееп). Если а векторъ поля, И какая-нибудь 
скалярная функиля точекъ того же голя, то имемъ: 


а —= 0х: 0731 БАК, 
аби) = и (ИХ-- а (бУ-, (02) = 
9х ду 97 9и 9п 90\. 
=0(5- ду ИА в} (Хо» Иа, +2 9. 


такъ кавЪ 


. 90 ЯЙ 90 ь 5 90 : 90., 90 
Ри и ею (а 9+, К), 


то окончательно 


9х (Па) = Пахан. 0. (484) 


Полагая, что поле (1) потеншальное и занимаетъ собою одно- 
связное пространство, такъ что его потенталъ У однозначный, под- 
ставимъ п —= \/ И; это даетъ: 


@(О\Т) = Пам\у7-Н И.Т 


==) — 


или, по формулВ (459): 
(ИУ) = ПИН. УТ. (485) 


Возьмемъ отъ обфихъ частей этого равенства, интеграль по объему 5, 
ограниченному какою-либо поверхностью б и не выходящему изъ обла- 
сти, въ которой функщи Г, Г и ихъ дифференщальные параметры пер- 
ваго и второго порядка остаются конечными и непрерывными. Нри этомъ 
къ первой части прим нимъ преобразоваше Гаусса [8 195, формула, (436) |, 
по которому 


ам(бу т) = СХТ. ав. 
Это даетъь первое преобразован1е Грина: 
й О\7Т.а8 = | ПАУ р 0.\7 Г). (486) 


Какъ частный случай, замфтимъ формулу, которая отеюда полу- 
чается, если взять (0—7: 


‚Г УУт.ъа8 = / У Уаь -- | (АУУ. (487) 


Чтобы получить второе преобразовае Грина, переставимъ въ 
формул6 (485) функши О и Т одну на м$ето другой: 


(70) = 7 \/20-- УТ. 0. 
Вычитая почленно и пользуясь формулою (430), находимъ: 
ам(ПУТ— УМ И) = П\/У— У\/? И. 


Возьмемъ интеграль отъ обфихъ частей по произвольному объему у, 
ограниченному поверхностью би не выходящему изъ той области, гдЪ 
функци О, 7 и ихъ дифферентальные параметры перваго и второго 
порядка остаются конечными и непрерывными. При этомъ къ первой 
части прим$нимъ опять преобразоване Гаусса; это дает: 


уу (ПУТ—Т\0)-уа8 == ". (И?У— ГУ). = (488) 


Это и ееть второе преобразоваше Грина. 

222. Распространене преобразованй Грина на многосвязное простран- 
ство. При вывод$ формулъ Грина предполагалась односвязность про- 
 странства; поэтому, если мы хотимъ примфнить къ мвогосвязному про- 
странству т$ же формулы, мы должны дафрагмами это пространство обра- 
тить въ односвязное и интегрировае по поверхности распространить и 
на эти лафрагмы, притомъ на кажлую изъ нихъ дважды, потому что 
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ллафрагма служитъ общею границею двумъ прилегающимъ другъ къ другу 
областнмъ. Одинъ разъ при интегрирован по дафрагмВ принимается 
одно направлене нормали, а, другой разъ-—направлене противуположное. 
Намъ остаетея теперь разсмотрфть, каюе члены въ формулахъ Грина 
присоединяются при этихъ добавочныхъ интегрированяхъ. Функщи 0 
и Г на двухъ сторонахъ длафрагмы 6» имЪють различныя значеня 0 
и 0, Ги 7, отличаюнияея циклическими постоянными (8 218): 


ть —= И —0', —=У— 7; (489) 


векторы же \/О и \/Т однозначны. Означая черезъ у, нормальный 
ортъ для (и Г, а черезъ у» нормальный ортъ для О'’и У’, имфемъ 
въ каждой точек дафрагмы: у» = —%; поэтому при интегрирования 
по обфимъ сторонамъ дафрагмы 5» къ первой части равенства (486) 
присоединяются члены: 


я ГУТ. мавь-- А Г/Р. ма5ь = (И — 0) Та 
=. ТАУ У.уа5у- 


Гочно также къ первой части формулы (487) присоединяется членъ: 
из | УУ-ма8ь, 
а къ первой части формулы (488) члены: 
ть /`\7 Ум — ть [7 .ьавь. 


Окончательно формулы Грина, дополиенныя для многосвязнаго про- 
странства Томсономъ (лорломъ Кельвиномъ) получають видъ: 


Гу т.ъав - Ули | УТ.мьавь = ОУ -- | УИ. а, 
ГУУ ав-- Ур» / У У-ьавь = ту тф- || (УУяа, 
/(СУУт—тУ.ма8-- Ук // У У.льа8ь — Урь | У 0-6» 
= /СоУ"У— РУз, 


глЪ знаки суммъ относятся ко всЁмъ длафрагмамъ, входящимъ въ раз- 
сматриваемую область. 

223. Однозначность опредфленя потеншальнаго поля а по расхожде- 
нию во веБхъ его точнахъ и по нёноторымъ дополнительнымъ условямъ. 
Мы будемъ различать случаи, когда поле въ безконечность не раепро- 
страняется и когда оно безпредльное. ,Нредположимъ сначала, что 


20 — 


поле ограничено нфкоторыми поверхностями, не удаляющимися въ без- 
конечность и заключающими собою односвязное пространство, и пока- 
жемъ, что если для него извЪсетно расхожденте, 0 = Фи и из- 
вЪстна нормальная составляющая вектора п, т.-е. и.ъ, во всфхъ 
точкахъ его границы, то этимъ вектор!альное поле опред*- 
ляется однозначно, т.-е. въ каждой его точк% векторъ п имф- 
етъ опред ленное геометрическое значен1е. Для этого покажемъ, 
что если два вектора пи и во вефхъ точкахъ поля удовлетворяютъ 
поставленнымъ услошямъ, то эти векторы тождественны. Мы знаемъ, 
что изъ векторальныхъь полей можно составлять сложное поле и что 
для послфдняго расхождене получается алгебраическимъ и вихрь гео- 
метрическимъ сложенмемъ тфхъ же элементовъ для составляющихъ 
полей. Разсмотримъ поле (и,), для котораго 


и, —=а— и. 
Такъ кажъ согласно предположеню 
фуй —= @хш, спа — сиг, 


а для точекъ границы 


По №, 
то 
@1уи, = @у(а — п’) = @уи — @уп' = 0, 
са, — сш (а — п’) = си а — сии" = 0, 
п, а У—=(и— 9). 111 ИН У 


Отсюда мы заключаемъ, что поле (и,) Лапласово (8 2И), а на его гра- 
ницахъ нормальная составляющая вектора равна нулю. Но въ такомъ 
пол лини тока существовать не могутъ, т.-е. въ этомъ пол всЪ век- 
торы равны нулю. ДЪйствительно, такъ какъ @уи, —0, т.-е. нтъ 
источниковъ, то лини тока могутъ быть только или замкнутыя или 
упираться въ границы; но послфднее невозможно, потому что на гра- 
ницахъ и, .у==0, т.-е. векторы и, могутъ быть тамъ только танген- 
цальными; замкнутыхъ же лий тока не можетъ быть потому, что 
циркуляшя по такой линм, слагаясь только изъ положительныхъ или 
только изъ отрицательныхъ элементовъ, не могла бы равнаться нулю, 
и услоше сии, =0 не выполнялось бы. Итакъ, остается признать, что 
во всемъ полВ (, =0, т.-е. и= и’. 

Другое доказательство, что и, —=0, можеть быть дано помощью 
формулы (487). Потеншалъ Г, вектора и, удовлетворяетъ Лапласову 
уравнению, потому что по формул (459): 


ати, = \7?7, =0; 
15* 


29 == 


а такъ какъ на границ поля и, .у-= \У Я, .У=0, то формула (487) 
даетъ: 


Доу =, (490) 


и сл$ловательно \/Т, == 0. 


Пусть будетъ теперь поле безграничное. Чтобы имфть возможность 
и на него распространить предыдущую теорему, примемъ относительно 
его одно добавочное ограничене, которое на практик впрочемъ обык- 
новенно и оправдывается: предположимъ, что векторы этого поля на 
безконечности исчезаютъ, дфлаясь одного порядка малости съ 1/7, 
глЪ г полярный векторъ. Можно представить себф, что и въ этомъ 
случа поле ограничено, и притомъ поверхностью шара, радйуеъ кото- 
раго В растетъ безпредЪльно, а центръ остается въ полюсЁ 0. По- 
верхностный интегралъ въ формулЪ (487), взятый по поверхности этого 
шара, вь примфненм къ вектору © или м’ теперь исчезаеть, потому 
что если \/Т одного порядка малости съ 1/02, то потеншаль И 
этого вектора одного порядка малости съ 1/В (8 216), такъ что 7\/УЙ 
третьяго порядка малости въ сравнеши съ 1/ЁВ, величина же поверх- 
ности, 4^А?, безконечно большая только второго порядка; поэтому въ 
предл, при В= со, поверхностный интегралъ въ формулБ (487) 
исчезает. То же самое будеть и для разностнаго вектора и, —=п—1’; 
а такъ какъ его потенталъ попрежнему во всемъ пространств удовле- 
творяетъ Лапласову уравнению, то по формул (487) длн этого потен- 
щала попрежнему получается услове (490), т.-е. вездЪ и, —=0, и ел$- 
довательно и = и. 


224. Выранене потенщала въ односвязномъ полБ по расхожденяо во 
всфхъ точкахъ поля и по значемямъ потенщала и нормальной составляющей 
вектора на границахъ поля. Даны во всЪхъ точкахъ поля @ти == \/?Т, 
а на границахъ поля даны Ги 1.у или \/Т.у; по этимъ даннымъ 
требуется выразить И», потенщалъ въ произвольно заданной точкф Л. 
Обращаясь для этого къ формул (488) Грина, положимъ въ ней 


тогда по формуламъ (480) и (479) 
Уб=—зь  \Уб=а(Уб) 0. 
Примфняя формулу Грина, окружимъ предварительно точку Л/ поверх- 


ностью шара, радлусъ котораго а безконечно-малый, а центръ находитея 
въ точк® М, и пока исключимъ этоть шаръ изъ всего даннаго поля. 


Называя черезъ 5’ поверхность этого шара, по формулВ (488) можно 
написать: 


> п. а9-- о [ш.ъ98'-- зат. уа8-- и» У. 5' 
— / ;акааь, (491) 


гдЪ посл$льй интегралъ распространяется на весь объемъ поля за 
исключенемъ объема шарика (@). Въ этой формул первый интегралъь 
можно считать даннымъ; второй интеграль въ предфлЪ при а == 0 обра- 
щается въ нуль; потому что геометрическое произведене и.у конечное, 
а если черезъ с означить элементь поверхности шара, радусъь кото- 
раго равенъ единиц, то можно написать 48' == а*4с и 


а. | и->48' = а [щ. 45. 


Третий интегралъ опять можно считать извфстнымъ, потому что потен- 
шаль 7 заданъ для всфхъ точекъ границы, а направлене орта у тоже 
извЪфетно, когда задана поверхность границы. Наконецт, въ четвертомъ 
интегралЪ можно поставить г.у==——а, потому что мы условились на- 
правлене нормали къ границ брать внфшнее; поэтому ортъ у на- 
правленъ внутрь шарика, объемъ котораго выдфленъ изъ всей данной 
области; значене же потеншала Г въ этомъ интеграл, въ виду пере- 
хода къ предФлу, можно считать равнымъ тому, которое онъ иметь 
въ точкЪ №; такъ что имфемъ: 


г. / Рг.)5' = — зу Ты [|489 =— Ух [4 —— 4к Ты. 
Послф этого формула, (491) даетъ: 
4=Тн==— р 1 ааа и. "( ле ЕЕ: м 45. (499) 


Эта формула выражаетъь потенцалъ по даннымъ для поля уело- 
нямъ, но далеко еще его не опред%ляетъ фактически, и нетолько 
потому, что выражене функц помощью опредфленныхъ интеграловъ 
обыкновенно еще мало полезно для изелЪдоваюя этой функци, но и 
потому, что часто задаете на границахъ поля и вектора и его потен- 
щала одновременно представляеть больпия трудности, тфыъ болфе что 
эти данныя не независимы между собою. Для болфе обстоятельнаго 
изучешя этихъ вопросовъ отсылаемъ читателя къ спещальнымъ сочи- 
нешныъ по математической физик». 

225. Опредфлеше потеншала безграничнаго поля по данному расхо- 
мдению во всБхъ точкахъ поля. Въ случаЪ безграничнаго поля необхо- 
димо предположить, что на безконечности векторъ и одного порядка 


А. 


малости съ 1/”?, а елёдовательно Г одного порядка малости съ 1/. 
Тогда во второмъ интегралЪ формулы (492), если его распространить 
на поверхность сферы безконечно-большого радтуеа, фунещя, стоящая 
подъ знакомъ интеграла, будеть безконечно-малая одного порядка съ 
1/73; поверхность же, В = 4ту*, безконечно-большая одного порядка съ 
у?, слфдовательно этотъ интегралъ исчезаетъ, и мы имфемъ: 


4=Ти=— | т а, (493) 


гд$ интегрирован!е распространяется на все безпред$льное пространство. 

226. Случай многосвязнаго пространства. Въ этомъ случа, примная 
формулу (492), нужно ко второму интегралу присоединить интегралы, 
распространенные по всфмъ лафрагмамъ. Для какой-нибуль мафрагмы (5%) 
получаются члены: 


о авы | авь р -мдавь-- | р». чдавь = (494) 


т 


глф обозначеня тЪ же, что и въ 8 222. Такъ какъ векторъ и предпо- 
лагается однозначнымъ, а для каждаго элемента интеграла ух — — \и, 
то сумма первыхъ двухъ интеграловь равна нулю; а такъ кажъ на 
длафрагм (5»), по формул (489) Г— 7’ — жь, то сумма двухъ послёд- 
нихъ изъ интеграловъ (494) зам няется сл. дующимъ: 


Т.\, 
7?» т уз 45». 


Такимъ образомъ теперь формула (492) получаетъ видъ: 
4кти==— | чадо -[ ("т "9 )ав-- 
г.у, 
НУ / 


75 абь, 
гдЪ знакъь суммы относится ко всмъ дафрагмамъ поля. 


Соленондальное поле. 


227. Векторгальный или вихревой потеншалъ. Соленоидальное поле 
характеризуется тфмъ, что въ немъ расхожден!е 


ами = 0, (495) 


а вихри, сии, не равны нулю. Аналогично задач для потенщальнаго 
поля, —опредфлентю а по уп, —мы имфемъ телерь задачу объ опре- 
дфлени вектора соленоидальнаго поля по данному значеню вихря во 


= 


всЪхъ его точкахъ, конечно опять въ соелинени съ н%которыми доба- 
вочными условями. Итакъ, пусть для всфхъ точекъ поля извЪфетенъ 


векторъ 
м = сита, (496) 


при услови (495). При этомь для нфкоторыхъ областей поля м можеть 
и отсутствовать; въ этихъ областяхъ поле будетъ Лапласово. РЁшеше 
уравневя (496), т.-е. опред$ленте и по м, сводится къ разсмотрЪню такъ 
называемаго вихревого интеграла. Аналогично съ формулою (493), 
опред$ляющею скалярный потеншалъ безграничнаго потеншальнаго 
поля, мы будемъ теперь разсматривать интегралъ вида 


1 
Ж = в [4% (497) 


Интегралъ, въ которомъ функшя, стоящая подъ знакомъ интеграла, 
есть векторъ, а интегрирован!е разематривается какъ геометрическое 
суммироване, представляеть собою уже не скаляръ, а векторъ и на- 
зывается вектор1альнымъ интеграломъ. Спешально, интегралъь (497) 
мы будемъ называть вектор1альнымъ или вихревымъ потенц/а- 
ломъ. Онъ намъ и послужить при рёшени поставленной выше задачи. 

Замфтимъ, что вычислеше векторлальнахго потенщала можеть быть 
сведено къ вычисленю трехъ скалярныхъ потеншаловъ. Для этого 
разложимъ векторы № и М по ортамъ: 


М —=иа-- 0 + и, 
М= ИА И Ук; 


подставляя эти выражен!я въ равенство (497) и вынося орты за знакЪ 
интеграла, а потомъ приравнивая скаляры при соотв тственныхъ ор- 
тахъ, находимъ: 


а Де, и. ^^. (498) 
1-е 


4щ/ г у й 


228. Венторальное Пуассоново уравнене. Потенщалы (498) удовле- 
творяютъ Пуассоновымъ уравнешямъ 


МИ, = — № ИИ, 0, \72 И’, = — и». (499) 


Это видно изъ сравнен1я формулъ (482) и (493), въ которыхъ 4 можеть 
представлять собою какую угодно скалярную функцию полярваго век- 
тора г. Умножая равенства (499) на орты 1, $, К и складывая, на- 


ходимъ: н 
М = — м. (500) 


Мы видимъ, что это векторальное дифференщальное уравнеше обни- 
маетъ собою уравневя (499) и предетавляетъ распространеве на век- 


=. = 


торы обыкновеннаго, скалярнаго уравнен1я Пуассона (въ частности 
уравнешя Лапласа). 

Формулу (497) можно разсматривать какъ р$шене этого уравне- 
ня для того случая, когда область поля безгранична. Послфдняя ого“ 
ворка необходима потому, что мы пользовались въ нашихъ заключеняхъ 
формулою (493), которая только и примВнима къ безграничному полю. 

Уравнене (500) и послужитъ намъ для опредЪлешя вектора 
соленоидальнаго поля по данному вихрю. Мы ограничимся впрочемъ 
только однимъ простйшимЪ случаемъ. 


229. Условмя, опредфляющия соленоидальное поле однозначнымъ обра- 
зомъ. Если пространство, занимаемое соленоидальнымъ полемъ, одно- 
связное, то усломя (495) и (496) и значетя м.у на гравицахь поля 
опредЪляютъ его однозначно. Доказательство этого сводится къ тому же 
разсуждению, какъ въ 8 223. И точно такъ же, если поле безгранич- 
ное, то вмфето условй на границахъ поля должно быть введено пред- 
положене, что на безконечности векторы поля одного порядка ма- 
лости съ 11”. 

Если пространство, занимаемое полемъ многосвязное, то дл одно- 
значности его опредфлеюя, кромЪ вышеуказанныхъ задавй, требуется 
еще, чтобы были даны ве цикличесвя постоянныя. ДЪйствительно, 
доказательство исчезаня поля (й.} въ $ 223 основывалось между про- 
чимь на томъ, что Фуй, =0 и сии, —=0; посл$днее. по теорем$ 
Стокса, равносильно тому, что циркуляши векторовъ п, по вефмъ 
замкнутымъ линйнмъ внутри поля равны нулю. Но въ многосвязномъ 
пространетв%, въ случа поля потенщальнаго (сии, =0), циркуляции 
или равны нулю или равны циклическимь постояннымъ; поэтому тре- 
буется, чтобы цикличесвя чостоянныя для поля и, были равны нулю; 
а это равносильно требованю, чтобы для полей а и п’ цикличесвя 
поетоянныя были соотвфтетвенно равны; поэтому онф должны быть 
для поля и даны '). 

230. Выражене вектора соленоидальнаго поля по данному для него 
полю вихрей, ногда соленоидальное поле односвязное и безграничное. Лля 
этого поля (@) мы имфемъ данными: 


си = м, Ча = 0, 


и везторъ п на безконечноети одного порядка малости съ 11". 


1) Такъ какъь въ соленоидальномь полф (и) существуютьъ вообще говоря 
вихри, то циркуляшя но контуру, не обращаемому въ точву ($ 218), измряется 
лвумя членами, изъ которых одивъ зависить оть вихрей, прохолящихь внутри 
изучаемаго многосвязнато поля, а другой измЪряется цивлическими постоянными 
и оть предылущихъ вихрей не зависитъ. Отличе отъ потенщальнаго поля состоитЪ 
вь томъ, что циркулящи по „сравнимымъ межлу собою контурамъ“ ($ 219) 
теперь вообще говоря не равны между собою. 
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Аля искомаго рёшеня можно предположить слЗдуюций видъ: 
п —= са (501) 
и отыскивать векторь М. Форма (501) рЬшеня потому допустима, что 
по формул (453) 
Чу =: Фуа М = 0. (502) 


Такимъ образомъ ната задача сводится къ опред$лению вектора \ по 


условтю 
еп (ео | М) = сие М = м, (503) 


тлф м векторъ, данный для вефхъ точевкъ поля. Для этого зам тимъ 
слБлующее преобразоване: 


см = \/ (9 М) — \/2М. (504) 


Для доказательства его имфемъ: 


аш = (29° — 2); (о о о ь 


ду Е 08 дл 9х ду 
р о о, Ок В ОЕ 
сои [5 0х 9 ) де \ д2 0% ы 
ка. Ч ыы | 
Е да \ ду 98 ) 0х ( 05 ду 
д [07- _ 0%.) _ 9 (0, _ д | 
+ [= ( 02 —_ 0% ) 09 ( ду де ) К. р 


Въ посл5дней формулЪ скаляръ при 1 можно такъ преобразовать: 


д (27 и д = =) 


ду \ д ди) 09\ 0 


__ 9 {9 ПА 0 У’» 0’ 

А бо о ) 
Е а 
а Е ду р а 02? 


= 2 (ам) — У, 


Аналогичное преобразован1е двухъ остальныхъ скаляровь въ формул 
{505) даетъ членн: 


9 г 9 С 
зи (УМ) — УИ’, = (4 М) — \/?У’,, 


и эта формула получаетъ видъ: 


о к — ууу я-- ИЗ И) 
—= Зам) — 7. 


Что и требовалось доказать. 


В = 


Векторальное поле (М) является у насъ только вспомогательным. 
Если бы можно было для него принять 


у М = 0, (506) 
Т.-е. считать его соленоидальнымъ, то мы имфли бы 
\/ (м М) = 0, 


и тогда сопоставлее равенствъ (503) и (504) дало бы для \ векто- 
риальное Пуассоново уравнеше (500). Выше мы вид$ли, что векторлаль- 
ный потенщалъ (497) удовлетворяетъ этому уравнен!ю; поэтому является 
вопросъ, нельзя ли его принять какъ рфшене для вепомогательнаго 
вектора М. Этотъ вопросъ будеть р$шенъ утвердительно, если будеть 
показано, что р%шене (497) удовлетворяетъ сдЪланному выше предпо- 
ложеню (506). Итакъ, обращаясь къ формулЪ (497), составимъ Фу М. 
При этомъ примемъ во внимане зависимость (484), которая для даннаго 
случая имЪетъ видъ: 


ау (+ *) = саня +. Ут. (507) 


здесь дифференцироване, опредЪляемое символами у и \/, относится 
къ измфненио положеня той данной точки поля (М), для которой 
опредфляется векторъ М, а м относится къ произвольной точеЗ дан- 
наго поля; сл$довательно здЪсь нужно \ ечитать постояннымъ и по- 
этому (а не по свойству операщйй у и си", по которому уса = 0) 
принять ум —=0. Итакъ: 


а (==) =. >, 
а по предполагаемой для \ формул (497) 


Фу ——_ а Дт вок | а (- я) = / (м. +) &. (508) 


ЗдЪеь знакь @у внесенъ подъ знакъ интеграла на томъ основави, что 
дифференцироване по координатамъ какой-нибудь точки поля и объем- 
ное интегрирован!е другъ отъ друга не зависятъ. Прим$нимъ къ инте- 
гралу (508) преобразоване Гаусса. Чтобы можно было это сдЪлаль, 
нужно: 1) дифференцироване подъ знакомъ \/ отнести къ координа- 
тамъ точки, опредфляющимъ положеве элемента 4%, и 2) безпредльное 
пространство зам$нить замкнутымъ объемомъ. Для первой цфли замЪ- 
тимъ, что если операцтю \/ относить къ координатамъ элемента @ и 
въ этомъ случаЪ ее означить черезъ \/’, то 

В 


И 
№ - — у? 


=— 8 == 
кавкъ это легко видЪть изъ формулы 
“=Ув— 2) (УЕ — =, 


гдз а, у, = координаты точки поля М, ах, у, = координаты эле- 
мента 4е. Итакъ: 


а =— 2 (=. т) де. (509) 


Для второй цфли мы должны безпред$льное пространство замнить 
пространствомъ, огравиченнымъ сферою безконечно-большого радлуса. 
Прежде чфмъ примфнять формулу Гаусса, сдлаемъ въ интеграл (509) 
еще преобразоване по формул$ (507): 


к. — а (; ый — Тани. 


Такъ какъ теперь дифференцироване относится уже къ координатамъ 
элемента 4, то здЪеь Фум-==0 уже на основанй?и того, что М—==еи!и 
и что Фусио = 0. Итакъ: 

М — 4 (+) =. т ` ав, * (510) 
гдЪ послЪднее интегрировае распространяется на элементы поверх- 
ности сферы безконечно-большого радлуса. Относительно безконечно 
удаленныхъ точекъ поля (п) мы предполагаемъ, что для нихъ векторы 
одного порядка малости съ 1/72; но тогда м = си! одного порядка 
малости съ 1/7"; а такъ какъ величина поверхности 5 безконечно-боль- 
шая одного порядка съ 7?, то мы и видимъ, что интегралъ (510) равенъ 
нулю. 

Итакъ мы приходимъ теперь къ слфдующему окончательному ре- 
зультату. Принимая 


Е А 
гдЪ интегрироване распространяется на все безпред®льное простран- 
ство, и гдф вихрь м == си Шо данъ для воЪхъ точекъ искомаго поля, 
мы по формулВ 

п = с М {512) 


имфемъ выражения для векторовъ искомаго поля. 


231. Дополнительныя замфчаня. Мы намЪтили только въ общихъ 
чертахъ ходъ рьшеня поставленной задачи, ограничиваясь прост®й- 
шимъ случаемъ безпредЪльнаго поля. И этотъ случай требовалъ бы 
боле обстоятельнаго изел$довая и болфе точной установки веёхЪ 
необходимыхъ условй. Между прочимъ подлежалъ бы раземотрфю 


` 


А 


практически важный случай, когда въ нфкоторыхъ областяхъ поле 
соленоидальное, а въ остальномъ пространств Лапласово. Мы на этихъ 
вопросахъ не останавливаемся, потому что для этого отъ основай 
векторальнаго анализа пришлось бы перейти въ обширную облаеть 
теорли потенщала и другихъ отдЗловь математической физики. По 
этой же причин мы не касаемся боле сложной задачи: опредзлевя, 
по данному вихрю и дополнительнымъ условямъ на границахъ, солено- 
идальнаго поля, ограниченнаго и многосвязнаго, и также случаевъ, когда 
потенщалы и ихъ граменты претерифваютъ разрывы. 


Векторальное поле общаго вида и дополнен1я. 


232. Разложене поля общаго вида на потенщальное и на солено- 
идальное. Предположимъ, что данная область пространства представляетъ 
собою поле векторовъ двоякаго рода: поле векторовъ 0’ потенщальное, 
такъ что саги’ =0, и поле векторовъ ц” соленоидальное, т.-е. для ко- 
тораго @уц” = 0. Складывая въ каждой точкЪ поля эти векторы гео- 
метрически, мы получаемъ въ томъ же пространств$ поле векторовъ 


п — 0’ А 


которое не будетъ уже ни потенщальнымъ ни соленоидальнымъ, такъЪ 
какъ въ немъ будутъ и источники и вихри, а именно 


Фу = Фу, (513) 
сии = са и”. (514) 


Пусть теперь съ самаго начала дано поле (а) общаго вида; можно 
представить себЪ, что оно разложено на два поля. изъ которыхъ одно 
(и’) потенщальное, а другое (п”) соленоидальное. Покажемъ, что такое 
разложене дЪйствительно возможно и что, если во вефхъ точкахъ поля 
даны бу и сиг|, то при извЗстныхь дополнительныхъ усломяхъ поле 
этимъ опредЪляется вполнЪф и притомъ однозначно. Мы ограничимся 
случаемъ, когда данное поле ничфмъ не ограничено и сл довательно 
односвязное; при этомъ необходлимымъ дополнительнымъ условемъ бу- 
деть предположене, что для безконечно-далекихъ точекъь векторы 
одного порядка малости съ 1/?. 

Для потеншальнаго поля мы знаемъ его расхождеше, такъ какъ 
по равенству (513) оно равно расхожден!ю ханнаго, сложнаго поля (п). 
Мы можемъ поэтому прямо приложить формулу (493) и написать для 


его потенщала: 
1 Ффуц - 
"в, 


& поэтому 


Для соленоидальнаго поля мы знаемъ его вихри, такъ какъ они 
по формул (514) равны вихрямъ даннаго поля. Цоэтому можно прямо 
по формул (511) написать 

1 Геи 
У сны 


Е: г 


4%, 


а поэтому, по формулВ (501) 


и: сии 
и == аи = ах. 


Для даннаго векторальнаго поля рёшене 


ЕЕ  — ] буи 1 сои. 
о—=е Ни" = — У / „4 Ее / ; 246 


удовлетворяетъ везмъ требуемымъ услойямъ. Необходимость же допол- 
нительнаго условя относительно исчезания векторовъ на безконечности 
видна изъ того, что объ этомъ было сказано въ 88 226 и 230. 
Остается показать, что найденное ршеше единственное. Это 
можно сдфлать совершенно такъ же, какъ это было сдфлано въ 88 223 
и 229. Пусть мы нашли два различныхъ рфшеншя, п, и и,; такъ что 


Ф уп, = Фи, = д, си, = аш, = сваи. 
Раземотримъ поле векторовъ 
1, — Ш, —1,; 
для него 
Уи, = Фу, — Фуц, = 0, си, = сита, — са, == 0. 


Мы видимъ, что поле (и.) Лапласово и что поэтому къ нему призло- 
жимы разсужденя 8 223, т.-е. п, ==0, а слфдовательно 1, =1,. 

233. Поле векторовъ, въ которомъ существуютъ поверхности, орто- 
гональныя къ линямъ това. Мы знаемъ, что въ потеншальномъ полЪ 
существуютъ поверхности, къ которымъ линши тока нормальны ($ 215). 
Отсюда однако же не слФлуеть. что этимъ свойствомъ обладает только 
потенщальное поле. Мы видфли уже примфры солей не потенщальныхъ, 
у которыхъ существуютъ поверхности, ортогональныя къ литямъ тока. 
Такъ, въ пол скоростей въ движени твердаго тфла около постоянной 
оси лишями тока служатъ круги, плоскости которыхъ перпендикулярны 
къ оси вращен1я, и центры лежать на, этой оси; плоскости, содержащия 


— 238 — 


ось, суть тая поверхности, которыя линями тока перескаются орто- 
гонально. Другой прим5ръ представляетъ еобою поле скоростей сдвига 
(упражнеше 105); тамъ такими поверхностями служатъ плоскости, пер- 
пендикулярныя къ общему направлен всфхъ скоростей. Весьма важно 
замфтить, что въ обоихъ примфрахъ лини вихрей перпендикулярны къ 
лишямъ тока. Покажемъ теперь, что это есть общее свойство такого 
рода полей: если въ вектор!альномъ полЪ существуютъ поверх- 
ноети, ортогональныя къ лин1ямъ тока, то во веЪхъ точвахъ 
поля лин1и тока и лин1и вихрей взаимно-перпендикулярны. 
Если поле потеншальное и 7 его потенщаль, то направлеше 
вектора опред$ляется направлешемъ его грамента \/Т. Еели поле не 
потенщальное, но имфетъ систему ортогональныхь въ ЛИШяЯМЪ тока, 


поверхностей 
УТ — соп8ё., (515) 


то и тутъь направлене вектора въ каждой точкЪ поля, опредФляясь 
направленемъ нормали къ проходящей черезъ эту точку поверхности 
(515), иметь направлеше гражмента \/Т; разница теперь только въ 
томъ, что тензоры этихъ векторовь уже не равны численно этимъ 
тградентамъ, какъ это было въ потенщальномъ подЁ. Теперь нужно 
написать 


п—=9$\/ 7, (516) 
гдф Ф нёкоторая функшя координатъ, или по формул$ (456) 
И 
= е ор 
Составимъ теперь по формуламъ ыы выражевя для вихря: 
оо А 
а — буде беду’ 9 бр др’ 
007 0507 


откуда и слфдуетъ перпендикулярность векторовъ пи м. 

Въ интегральномъ иечислени, или также въ теор поверхно- 
стей *) доказывается, что усломе: п.м =-0, гдф п —= Х1-- У) ИК, 
а м — сайа, или 


(ыы) 2 (5 —%)=0 


есть нетолько необходимое, нс и достаточное услоше для того, чтобы 


1) См. напримфръ: Оатфоих, Тьбоме 4ез зиз{асев, т. Ш, гл. ХИ. 


= 


трехчленъ Хах-|- Уду-- #42 имЪлъ интегрирующй множитель, и слЁ- 
довательно и для того, чтобы могла существовать зависимость (516), 
т.-е. чтобы существовали поверхности, ортогональныя къ линйямъ тока. 


234. Перемфнное векторальное поле. Ло сихъ поръ мы предпола- 
гали, что векторальное поле постоянное, т.-е. что для каждой его 
точки векторъ имфетъ постоянныя величину и направлене. Но поле 
можеть измфняться въ зависимости отъ нфкотораго скалярнаго пара- 
метра $, которымъ обыкновенно является время. Изм$нен1е поля можетъ 
быть двоякаго рода. Или пространство, занимаемое полемъ, остается 
безъ перемЪны, такъ что и вс границы его остаются неподвижными, 
но въ каждой точкЪ поля векторъ изм няется по величин и по на- 
правлению съ течетемъ времени; или само пространство, занимаемое 
полемъ, измЁняется, причемъ оно можетъ вмфетЪ со всеми границами 
или перем$щаться безъ измЪненя формы, т.-е. какъ твердое т%ло, или 
оно можетъ и деформироватьея, такъ что м$няется относительное по- 
ложене гравицъ и форма самаго поля. При измфневи перваго рода 
векторъ и есть одновременно функщя и полярнаго вектора г и ска- 


лярнаго параметра, &: 
и=— г, В, (517) 


причемъ векторъ г оть { не зависитъ. При измфневи второго рода и 
этотъь векторъ является функщею времени. Въ общемъ случаЪ безко- 
нечно-малое измфневше вектора и, когда { получаеть приращене Аф 
слагается геометрически изъ этихъ двухъ измфнен: 


п == ар. (518) 


При этомъ -йл опред$ляется непосредственно, какъ геометрическое при- 
рашен!е вектора ц въ зависимости отъ приращен1я А (глава УП); а 
чтобы найти приращенте та, нужно сначала опредЪхить зависящее отъ 
времени приращене тг, а потомъ примфнить формулу (467). 

И въ томъ случаф, когда положеше поля отъ # не зависить, мы 
можемъ опредфлять хи по формул$ (518), если вопросъ идетъ объ одно- 
временномъ измЁнени вектора въ зависимости отъ времени и отъ его 
изм5неня велфдстые перехода отъ одной точки поля (г) къ другой 
(г---т), кь ней безконечно-близкой. 


235. Пояснеше изъ гидромеханики. Представимъ себЪ течеше не- 
сжимаемой жидкости въ пространств, въ которомъ находятся твердыя 
неподвижных тёла, служацшая ей границами, и раземотримъ поле ско- 
ростей въ этомъ движени. Сначала предположимтъ, что движеше жид- 
КОСТИ „установившееся“, т.-е. такое, въ которомъ въ каждой точеЗ 
поля скорость сохраняетъ свою величину и направлене. Мы имфемъ 
тогда поле неизм$нное, какое мы разсматривали въ этой и въ предъ- 
идущей глав. Всф лини тока занимають въ пространств опредЗленное 


ми —— 


положене и веякая струя сохраняетъь свою форму. То же относится и 
въ вихрямъ, если они вообще въ данномъ движенши жидкости суще- 
ствуютъ. Если мн хотимъ прослЗдить движеше отдфльной частицы 
жидвости, то мы должны, замЪтивъ ея положенте (г) въ какой-нибудь 
моментъ $, опредфлить проходящую черезъ эту точку лин!ю тока ($ 186); 
эта линя представляеть вмЪстВ съ тфмъ и траекторю точки. По про- 
шестым времени Аф векторъ г получаетъь приращеве хх, которое можно 
тавъ изобразить: 
г == АХ 


если п есть скорость точки (т). Подставивъ это выраженше вь фор- 
мулу (467), мы узнаемъ ти, а также можемь по формул (378) опре- 
дфлить ускореше, какъ Нтто/А}. 

Еели движене жидкости „неустановившееся“, то съ течешемъ 
времени въ каждой точкЪ поля величина и направлевше скорости изм%- 
няются; въ данную точку проходятъ послЪдовательно частицы жидко- 
сти съ различною скоростью. Лин тока и всякая струя съ течешемъ 
времени изм5наяютъ свой видъ. Желая изслфдовать изм$неше скорости 
въ данной точк$ поля, мы должны въ формул (517) считать г по- 
стояннымъ и опредЪлять геометрическую производную вектора и по 
параметру #. Желая же прослЪдить движене отдЪфльной частицы, мы 
должны обратиться къ формулЪ (518), взявъ тамъ хм == пАй 

Представимъ себЪф теперь, что течене жидкости происходить въ 
пространств$, границы котораго подвижны, наприм$ръ, что въ немъ 
находятся двигаюцяся тверлыя Т$ла или что жидкость находится въ 
сосудЪ, которому сообщено движеше. Тогда въ томъ случаЪ, когда мы 
хотимъ изелфдовать состознйе движеня въ опредфленной точкЖ поля, 
мы должны считать г данною геометрическою функшею времени. За- 
дача гидромеханики становится болфе сложною; она усложняется еще 
тТЪмъ, что силы, производяпия перемъщен!е всего поля, вызываютъ въ 
самой жидкости реакции, которыя конечно втяють на законы ея дви- 
женя. 

236. Заключительное примбчане. Обширн®йшую область для при- 
мфнен!я ученя о векторальномъ пол предетавляетъь теорля электри- 
чества и магнетизма. Преимущественно благодаря этому отдЪлу физики 
вектор!альный анализъ и возникъ и получаетъ свое дальнзйшее развит1е; 
поэтому. если задаваться тЪмъ, чтобы представить приложеня векто- 
рлальяаго анализа во всей полнотЪ, нужно было бы значительную часть 
книги посвятить ученю объ электростатическомъ, электродинамическомъ 
и магнитномъ поляхъ. Чтобы связать это ученме съ основными понз- 
ями о векторальномъ полЪ, пришлось бы этому предпослать длинный 
рядъ чисто физическихъь понятИ изъ теори электричества; такимъ 
образомъ центръ тяжести всей книги перенесся бы изъ области тео- 


= == 


метри въ область физики, что не соотвЪтствовало бы основной задачь 
всего изложеня. Давать же лишь краткая указаня о примЪнимости 
учешя о векторальномъ пол къ теор электричества, аналогично 
тому, какъ это дфлается въ этой книг въ упражнешяхъ по отношеню 
къ геометрии и механик, было бы слишкомъ мало полезно безъ точ- 
наго установлен1я необходимыхъ многочисленныхъ физическихъ по- 
нятй. По этимъ соображешямъ, а также и потому, что авторъ не счи- 
таетъ себя ‘спещалистомъ по теори электричества, онъ воздерживаетея 
отъ расширевя объема книги въ указанномъ выше направлен. 
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ГЛАВА Х. 
Линейная векторальная фунешя. 
. Основныя поняття. 


237. Линейная векторальная функщя какъ простёйшая изъ вектораль- 
ныхъ. Линейная вектор!альная функщя имЪетъ такое же отношене ко 
всякой другой векторальной функщи, какое иметь линейная алге- 
браическая функшя одной или н®сколькихъ перем нныхъ къ какой-либо 
функци тбхъ же перем нныхъ, т.-е. она является функшею, танген- 
\пальною къ функщи общатго вида (см. $ 242) или, можно сказать, 
первымь членомъ разложентя векторальной функщи общаго вида по 
степенямъ полярнаго вектора. Помимо этого теоретическаго интереса, 
но вь связи съ нимъ, линейная вектор!альная функшя имЪетъ значене 
и непосредственно практическое, нахоля себ приложевше въ различ- 
ныхъ вопросахъ механики и физики. 

Чтобы получить общее выражее линейной векторальной функ- 
ци, мы будемъ исходить изъ аналоНи съ алгебраическими линейными 
функщями. Въ алгебр простфйшая зависимость между двумя перем н- 
ными д и у есть зависимость линейная: 


у==аж--6. 


Отсюда еще не слфдуетъ, что простЪйшая зависимость между двумя 
перемфнными векторами въ общей форм$ имфеть непремнно такой же 
видъ, Такь какъ простота зависимости характеризуется не вибшнимъ 
символическимъ выраженемъ этой зависимости, а ея аналитическими 
или геометрическими свойствами. Основное свойство алгебраической 
линейной функщи состоить въ томъ, что всякое ея приралцене про- 
порщонально приращеню независимой перемнной. Въ векторальномъ 
анализ мы разсматриваемъь приращен1я геометричеевия, т.-е. при 
этомъ играетъ роль нетолько величина, но и направлеше этого прира- 
щеня; поэтому, при установлеши поняття о линейной векторальной 
функци, должны быть приняты во внимане оба эти обстоятельства. 


718} === 


Пусть задано направлене “т; направлен!е та можеть съ нимъ, 
вообще говоря, и не совпадать, но мы потребуемъ: 1) чтобы тензоръ 
вектора си былъ пропорцоналенъ тензору вектора чт, какова бы вели- 
чина этого тензора ни была, и 2) чтобы векторъ та сохранялъ свое 
направлеше, когда векторъ <г сохраняетъ свое направлеве. Функц!ю п 
отъ г, удовлетворяющую поставленнымъ требован!ямъ при 
всякихъ направлен1яхъ приращеня <х, мы и будемъ называть 
линейною вектор!альною функц!ей. Ниже (8 241) мы узидимъ, что 
это опредфлеве оправдывается и аналитически. 

238. Общая векторальная форма линейной вектортальной функщи. Въ 
8 15 было показано, что всякое векторальное уравнеше перваго по- 
рядка можеть быть приведено къ виду (241). Поставимъ тамъ г вм?- 
сто п и покажемъ теперь, что первая часть этого уравнешя съ при- 
соединенемъ постояннаго члена О, т.-е. 


и —А(а.г)-- В(.г)-|-С(с.г) -|- О (519) 


представляеть с0бою самую общую форму линейной вектор!альной функ- 
пи вектора г. При этомъ А, В, С. а также а, Ъ, с предполагаются 
векторами не комплянарными. Прежде веего мы видимъ, что эта фунЕ- 
щя удовлетворяеть поставленнымь выше условямъ. А именно: 


м - а — А[а.(г- ==) -- В[Ь.е- т) + б@е.с-- «О 
—А(а.г) | В(®.г)-Р (с.г) НО 
-—Р А(&. г) | В(®. =) -- С(6.<х), 
откуда 
и = А(а.сг) | В(®.<е)-- (46.1). (520) 


Члены во второй части этого равенства суть векторы, направленные 
по А, Ви С; если тензоры этихъ векторовъ измЁняются въ одномъ и 
томъ же отношени, а ихъ направления сохраняютея, то въ томъ же 
отношении изм$няется и ихъ геометрическая сумма, та, сохраняя свое 
направлеше. Но именно такое измнене и произойдетъ, если какъ-либо 
измфнить тензоръ вектора “г, сохраняя его направлеше, потому что 
при этомъ изм$нятся пропордюнальнымь образомъ скаляры, стоящие 
при векторахъ А, В, С. Итакъ условя, указанныя въ конц 8 237, 
выполняются. Остается удостовфритьея, что (519) есть самая общая 
форма линейной векторальной функши. Для того, чтобы и при конеч- 
ныхъ «г вышеуказанныя услов1я могли удовлетворяться, векторъ г 
долженъ входить только въ первомъ измфрени. Въ $ 5 были раз- 
смотрЪны вс возможные виды такихъ функц отъ г и было показано, 
что вс$ они могуть быть приведены къ виду (519); откуда и слё- 
дуеть, что этоть видъ линейной функши можно разематривать какъ 
самый общий. 


16* 
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239. Теорема о геометрическомь сложени приращенй линейной векто- 
риальной функши. Дадимъ вектору г три различныхь геометрических 
приращен1я т.г, т.к, тк, евязанныхъ завиеимостью 


РЕГ -|-35Р, 


и пусть будутъ т, т.п, си соотвфтетвуюцая имъ геометричесяя при- 
ращеня самой функщи. Тотда имфемъ: 


30 = 0-54. 
Это видно непосредственно изъ формулы (520): 


< = Аа. (с 4 зд) ВО -- бе. (г 5] 
—А(а т.г) -—- Въ ОН С(с-т.г) 
-- А(а. т.г) -- В(Ь „х.к) | С:е т.г) 
= 5. 


Показанное свойство могло бы служить основнымъ опредзлешемъ ли- 
нейной векторальной функц, и изъ него можно было бы вывести 
общую форму линейной функщи. 

Поватно, что это свойство распроетраняется на какое-угодно число 
слагаемыхъ. 

Это свойство можеть быть обобщено и въ другомъ отношени; ий 
тогда оно даетъ новое основное свойство линейной векторальной функ- 
ци, которое тоже мотло бы служить ея опредЗленемъ: комплянар- 
нымъ значенгямъ вектора г соотв тетвуютъ комплянарныя же 
значен1я вектора и —Т, и притомъ съ тфми же скалярами. 
Услоше комплянарности вектора г съ двумя данными, Г’ иг”, состоитъ 
въ слфдующемъ ($ 20): 

ЕЕ иг’, 


гл ти и произвольныя числа. Подетавляя это въ формулу (519), 
имЪемъ: 
и — О=А(а.г)-- ВФ.г)-|-С(е.г), 
и” — 0 = А(а.г”) - В(®.г’)-- С(е.г’), 
и-—— О — А[а. (тг иг”) В[Ь. (ит иг] | Се.(биг г”) 
— [А(а.г) -- В(®.г’) -- (с.г) #[А(а.г”)-- ВФ.г”) -- С(е.г”)] 
= т(а' — 0) жи” — В); 


что и доказываетъ теорему. 

240. Число значешй вектора г, опредфляющихь линейную вектораль- 
ную функцию. Разложимъ полярный векторъ г по тремъ некомпля- 
нарнымъ векторамъ 1, 15, 1: 


ги Ея, т, 


НР 


и пусть будеть и, = значене векторлальной функтйи въ полюс О, 
а п ея значене въ какой-нибудь точк% Л/. Приращене функд1и, соот- 
вЪтствующее приращенюо вектора г оть нуля до его значення г въ 
точк% М, опредфляется разностью п— ц.. Означимъ черезъ п, ц,, п, 
частныя приращенуя вектора и, соотв тетвующуя прираще- 
нямъ вектора г отъ нуля до 1, до 1, и до 1.; по основному свой- 
ству линейной векторальной функц приращевямъ и], я, и. 
соотвфтетвуютъ приражщеня я \,, ип., и.И., а по теорем $ 239 можно 
написаль: 

о 

п — щи, Нил. Е изщ.. (521) 


Такъ какъ полюсъ точка, взятан произвольно, то формула (52Т) пока- 
зываетъ, что для того, чтобы знать линейную вектортальную 
функп1ю, достаточно ее знать для какихъ-нибудь четырехъ 
точекъ поля, не лежащихъ въ одной плоскости. 

Въ частности векторы 1, 1, № могутъ быть ортами 1 }, Е, 
такъ что 


г=я-- К; 


тогла формула (521) принимаетъ слфдуюцщий видъ: 


и — и, -- жа, Руа, | 21.. (522) 


Сдлаемъ сравнеше формулъ (519) и (522). Еели во второй изъ 
нихЪ подставить: 


ИА ЯР, А, 
то она принимаетъ такой же видъ какъ цервая: 
и — и, - п, (1.г) РР и.(1.г) На, (К .т); (523) 


отсюда мы видимъ, что если въ формулЪ (519) векторы а, 0, © взять 
равными координатнымъ ортамъ, то векторы А, В, С представляютъь 
собою геометрическля измЪненя вектора п при переход% точки векто- 
|Чальнаго поля отъ полюса по направленямъ ортовъ на разстояше, 
равное единиц%. 

Чтобы эти измВненя вектора п получить изъ общей формулы 
(519). нужно тамъ по-очереди положить: г=0, г=\ г=], г=К: 
это дастъ: 

и, =, 

и, —=А(а.1)-|- В{Ъ.1) | С4с.1), 
и, = А(&.]) - В(ф .3) -- С(е.}), 
и, =А(а.К)-- В.Е) -|- С(е. В). 


— 246 — 


241. Аналитическое выраженге линейной векторгальной функщи. Раз- 
лагая по ортамъ: 
и = У- ИК, 
и, = Хя-- Уз - ок, 
и, —=ва- 1 еК, (524) 
и, —=ал-РЬ + С.К, 
и, —=а1-- 6 | с.К 


и сравнивая стояние при нихъ скаляры, цо формул (522) находимъ: 


Х= Хх. аа -р ау | аа, 
У У ежу - 6. а, (525) 
= Иа ем в. 2; 


итакъ, координатные скаляры линейной вектор1альной функ- 
ци суть линейныя функц!и координатъ точекъ полн. 
Мы видимъ вмЪетф съ тфмъ, что линейная вектортальная 
функп!я опред$ ляется аналитически двзнадцатью элементами. 
Нетрудно и отъ вектор1альной формы (519) непосредственно, введя 
разложеше по ортамъ, перейти къ формуламъ (525). Полагая 


А АН А А.К, 
В= Ва В, В.К, 

СЮ баг ОЬ, 

р_=71-+ РА .К, (596) 
а — 2.1 а) - ак, 

Ю— 2,1-- 9 &Е, 

с—= р © + 6, 


подставляя эти выражен1я въ формулу (519), дфлая приведенше и срав- 
нивая между собою скаляры при соотв тетвенныхъ ортахъ въ обфихъ 
частяхъ равенства, мы приходимъ къ уравненшямъ (525), причемъ: 


Х =, У =, Ро = 
а, —= Аза» В,» 1 Се, 
а — Аза ма В, -, О 
а. — Азб» -- В, } Он , 
Ь, — Аа, Ву. Оле», 
6, — Аза-|- ВЫ, Субь, (527) 
0, — Чи: 1 Бо, + О, 
в: = Аа, | В.В» - О, 
== Абу В, | О, 
63 == Аа» Е ВЫ, | Сиб. 


И 


242. Роль линейной векторгальной функщи по отношеню къ векто- 
ральной функши общаго вида. Въ 8 182 мы видЪфли, что всякая векто- 


И 


рИальная функция опред$ляется аналитически тремя уравневями вида, 
(423). Предполагая, что векторальное поле, опредЪляемое этою функ- 
щею, непрерывное, по крайней мЁрф, въ области, достаточно близкой 
къ полюсу, можно представить себ, что вторыя части этихъ уравненй 
разложены по формул$ Маклорена; тогда первые четыре члена въ каж- 
домъ изъ этихъ разложенй будутъ составлять линейныя фунЕещи, т.-е. 
будуть имфть видъ (525). Отсюда слфдуетъ, что линейная векто- 
р1альная функцтя можетъ служить вакъ первое приближен1е 
для изображен1я всякой вектор1альной функц!и въ облаети, 
достаточно близкой къ какой-либо данной точк®. И подобно 
тому, какъ линейную функцио можно разсмалривать какъ тангеншальную 
къ функши общахо вида, такь и линейное вектортальное поле 
можно разсматривать какъ поле, тангенц:альное въ полю об- 
щаго вида. Линейная векторлальная функщя имфетъ поэтому важное 
значене при изучении всякой векторлальной функщи. 


Раепред лене векторовъ линейнаго поля. 


243. Функшя, обратная линейной векторальной. Еели 


=.) 
есть линейная функщя, то и обратная ей 
— ты 


тоже линейная. Чтобы это показать и найти ея выражеше, обратимся 
къ формул6 (523). Положивъ въ ней 


и щ =, 
булемъ р$шать линейное векторлальное уравнене 
и, 1.) 0,(9.г) -На.(К.г) = и (528) 


относительно вектора г. Прлемъ-для этого указанъ въ 8 6. Пусть бу- 
дуть п’, ц,, и, векторы, взаимные съ векторами 1, ц,, и,, такъ что 


а х е п’ = 8“ > ть, оне № х —. (529) 
РЕ. ха 


Умножая на нихъ поочередно 06% части равенства (528) и принимая 
во внимане свойство взаимности, находимъ: 


Е: 9, ой. Бо 
и но формуль (247): 


г— (в .щ)Е- (@,.1) Г м, м) К, 


о = 


РД Г, }, К взаимны съ 1}, К. Но орты сами себф взаимны ($ 108); 
поэтому окончательно 


Г— (и, .щ) (а, . п) Ка, . 1), (530) 
Е (и (а — що УГ (а -— що". (а —-щ)]. — (80) 


Эта формула опредЪляетъь г какъ функц вектора ип, и мы видимъ, 
что эта векторальная функшя тоже линейная. 


244. Индикатрисса линейнаго векторгальнаго поля. Геометрическая 
разность и = — и, опред$ляетъ теометрическое изм$неше вектора и 
при переход отъ полюса къ какой-нибудь другой точь поля, опре- 
дфляемой векторомь г. Шо основному свойству `линейнаго поля это 
измфнене, при данномъ направленги вектора г, иметь тоже опред%- 
ленное направлене, не зависящее отъ тензора вектора г, а тензоръ 
этого измфнешя пропоршоналенъ тензору вектора г. Въ виду этого 
достаточно знать векторы и — п, для веЪхъ такихъ значен!й вектора г, 
тензоры которыхъ равны единиц, чтобы знать распредЪлеше векто- 
ровъ й во всемъ пол. 

Этому распредлентю можно дать слфдующее наглядное предета- 
вене. Опишемъ изъ полюса, какъ изъ центра, шаръ, радусъ котораго 
равенъ единиц, и будемъ разсматривать векторы г, удовлетворяюще 


его уравненю: 
Г.Г — 1. (532) 


Векторы и =, ц, будемъ тоже проводить изъ полюса 0; концы 
этихь векторовъ, соотвЪтетвующихъ различнымъ полярнымъ векторамъ, 
удовлетворяющимъ уравнешю (532), находятся на нЪкоторой поверх- 
ности, которая и даетъ наглядное представлене о раепредфлени век- 
торовъ п, а слВдовательно потомъ и векторовъ и. Эта поверхность 
есть эллипсоидъ съ центромъ въ полюеЪ. Чтобы это показать, 
обратимся къ уравненю (530). Умножая ту и другую его чаеть гео- 
метрически саму на себя и принимая во внимаве свойства ортовъ и 
услоше (533), получаемъ: 


(п, 0’) (м, .щ’)*-- (в .')* = 1. (533) 


Въ этомь уравнеши й’ входить во второмъ измфренш, откуда видно, 
что концы этого вектора лежать на поверхности второго порядка. Такъ 
какъ линейная функщя при конечныхъ г даетъ только конечные век- 
торы, то эта поверхность не можетъ быть не ч$мъ инымъ, какъ эллипео- 
иломъ. Введя опять векторы и, и,, и, по формуламъ (529), можно 
уравнеше этого эллипеоида представить въ слёлующемъ вид: 


(п, Хи. -щ)? -- (а, Жи,. 1) -|- (@, Жи, 1)? — (ц,.и, Х п,)*. (534) 


ту поверхность мы будемъ называть индикатриссою (указатель- 
ницею) линейнаго векторальнаго поля. 


= 


245. Уравнеме индикатриссы въ Декартовыхъ координатахъ. Чтобы 
получить аналитическое уравнене этой поверхности, сд$лаемъ разло- 
жеше векторовъ и’, и, п, и, по координатнымъ ортамъ. Употребляя 
для скаляровъ этого разложеня буквы Х, У, Й съ соотв$тетвенными 
значками и пользуясь формулою (48), находимъ изъ (533) слфдующее 
уравневе: 


е. Хе У *-е 29. УИ. Х' + 9. Х'У' = 1, 
причемъ 


Ее 

в ЕР що 

р ыы 

=, НИ, Я, 

=, Х,- а -- и. 

ЖЕ Ех, У,, 
246. Сопряженные даметры индикатриесы. ДЛокажемь слдующую 
теорему: Векторы линейнаго поля, соотв тетвующле тремъ 
взаимно-перпендикулярнымъ ортамъ, суть сопряженные полу- 
дламетры индикатрисеы. Для доказательства покажемъ, что всякая 
хорда, параллельная вектору ц,, д$лится пополамъ плоскостью, содер- 
жашею векторы п, и п.. Нормаль къ этой поел$ дней плоскости имфетъ 
направлеше вектора ип, Х ц,; а такъ какъ эта плоскость проходитъ 
черезь центръ эллипеоида, служаний вмЪетЪ съ т%мъ полюсомъ, то 
она опред$ляется условемъ: 


ПХ Е =0, (535) 


тдЪ г полярный векторъ точекъ 
этой плоскости. Пусть будетъ А(а’) 
какая-нибудь тозка поверхности 
(534), АС прямая, параллельная 
вектору п,, С точка ея перес- 
чешя съ плоскоетью (535), век- 


торъ ОА =в. Мы имЪемъ Фит. 71. 
= 8 

а по условю параллельноети векторовъ и, и 8: 
и, Ж8—=0. 


Такъ какъ точка А лежитъ на эллипсоидЪ, то векторъ г--8 удовле- 
творяеть уравненю (534); подставляя его въ это уравнеше, примемъ 
во вниман1е, что 


(и, Жи,}.(#- ) = (и, Х и.) -- (1. Х 1..8) = 1. Ж ц,-5 
(и, Жи,).(Е-- 3) = (@, Ха, .и) -- (№,.4, ХЭ =щ Жи... г, 
(и, Хи.) . ("Е 8) = (@, Жи,.г) - (8 1..1.) =, Х ц, Е; 


—= 250 == 
поэтому уравнеше (534) даеть: 
(и, Ж и,.8)2 (и, Ж и, к)? (а, Ж щ-к} = (а. а, Ж в)". (536) 


Продолжая АС по другую сторону плоскости (535), отложимъ СВ = АС; 
если означить векторъ ОВ черезъ и”, то имфемъ 


5. 


Остается удостов$риться. что точка Ви”) тоже лежитъ на эллипсоид®. 
Подставляя для этого и” въ уравнене (534), мы находимъ, что оно 
удовлетворяетея, потому что оно отличаетея отъ уравненя (536) только 
первымЪъ членомъ; но онъ 


(и, х п... — 3) = = (и, х и, .з)Р = (и. х 9.. 5}. 


247. Оси линейнаго вектор'альнаго поля. `Главныя оси эллипеоида- 
индикатриссы представляють с0б0ю тоже систему сопряженныхъ ла- 
метровъ, отличающихся т$мЪ, что они взаимно-перпендикулярны. Эти 
оси можно назвать осями линейнаго вектор1альнаго поля, а ихъ 
направлешя главными направлен!ями поля. Такъ кажъь каждому 
полярному направлен!ю вектора г соотвфтетвуеть только одно опредф- 
ленное направлеве вектора поля и обратно, какъ это видно изъ фор- 
мулъ (523} и (531). и вообще соотв тетые между тВми и другими век- 
торами взаимно-однозначное, и такъ какъ каждой тройкЪ взаимно- 
пернендикулярныхъ ортовь соотвфтствуютъ три сопряженных дламетра, 
индикатриссы, то мы въ правЪ заключить, что и обратно, каждой си- 
стем$ сопряженныхъ дламетровъ индикатриссы соотв$тетвуютъ три вза- 
имно-перпендикулярныхъ орта. Итакъ, существуютъ три такихъ 
взаимно-перпендикулярныхъ направлен1я, которыя поел пре- 
образован1я помощью линейной вектор1альной функция оста- 
ютея взаимно-перпендикулярыми. Понятно, что вообще говоря 
направленя этихъ преобразованныхъ векторовъ будутъ другя, ч$мъ 
направлешя первоначальных ортовъ. 

Иругое, боле строгое доказательство будетъ приведено въ сл%- 
дующемъ параграф. 

ИзвЪстно изъ кинематики. что вращательное перемзщене около 
точки можеть быть произведено вращешемъ около н®которой оси, про- 
холящей черезь эту точку. ПримВняя это къ вращенио трехъ взаимно- 
перпендикулярныхъ прямыхъ, остающихся поел линейнаго преобразо- 
ванн взаимно-перпендикулярными, мы видимъ, что линейная векто- 
ральная функшя можетъ между прочимъ служить для выражевя вра- 
щаяельныхь перемф щен, 


248. Доказательство существованя осей вектор!альнаго поля. Ана- 
литическое доказательство сводится КъЪ опредЗленю осей поверхности 


второго порядка и приводится, какъ это показывается въ аналитической 
геометрии, въ ршеншю нЪкотораго кубическаго уравневя. Не остана- 
вливаясь на этомъ, мы приведемъ чисто векторальное доказательство *) 
и притомъ независящее отъ общаго понят!я о сопряженныхъ даметрахъ. 

Такъ какъ поверхность индикатрисеы замкнутая, то существуеть 
такое направлене для орта, г==1, при которомъ векторъ и’ получаеть 
значеше максимумъ, ц,. Разсмотримъ далфе векторы к, перпендикуляр- 
_ ные къ 1. Вебмъ такимъ векторамъ, по теоремЪ $ 239, соотв тетвуютъ 
векторы комплянарные; концы ихъ, такъ какъ предполагается х = 1, 
лежать на пересвчени индикатрисеы съ н$которою ея дламетральною 
плоскостью. Между ними существуетъь опять нфкоторый наибольший 
векторъ и.; пусть будетъ } соотвЪтетвующее этому значене вектора, г. 
Возьмемъ наконецъ векторъ г —=К, гдЪ ортъ К перпендикуляренъ къ 
Ти}, и пусть ему соотв®тствуетъь векторъ и = .. По формулВ (523) 


п — Ши =, (1.7) 5 0,49 .г) -- п.(К.г), 


и намъ предетоитъ доказать, что спешально при данномъ выбор ортовъ 
векторы и,. (,, и, взаимно-перпендикулярны. Означимъ черезъ г при- 
ращенте, которое получаетъь векторъ г при переход по поверхности 
пара (532) оть точки (1) къ точкЪ, къ ней безконечно-близкой. Тогда 
Г.Г =1.7=0, и этому по формул» (520) соотвЪтетвуетъ: 


ти = и, (1.<г) --- п,(1.г) На. (К .<к) = 4.1.) Ра. тт). 


Такъ какъ при этомъ мы переходимъ оть значешя ц,, которое есть 
максимумъ, то векторъ чи перпендикуляренъ къ И,; поэтому 


0, 9 = (Ш...) (1. г) -- (м, а.) К.Г) =0. 
Если взять въ частности <г перпендикулярнымь къ }, то 
}.%=0, К. т=0 


и слБдовательно ц,.и, —=0, т.-е. векторъ п, перпендикуляренъ къ 1, . 
Если же взять г перпендикулярнымъ къ Е, то мы подобнымъ же обра- 
зомъ найдемъ, что векторъ и, перпендикуляренъ къ ц,. Остается по- 
казать, что и, и и, взаимно-перпепдикулярны. Для этого положимъ 
г—=], и слёдовательно п’ = ц,, и возьмемъ “г параллельнымъ къ К; 
соотв тетвующее этому ти будетъ перпендикулярно къ ц., потому что 
въ’ дламетральной плоскости (и., п.) векторъ ц, есть максимумъ. Итакъ 


имземъ 
1 = п.(К. <), 


п... и = (и,.0,)(К. т) =0, 


откуда п,.п, —=0, т.-е. векторы ц, и И, взаимно-перпендикулярны. 


*) @1ЬЪз, Уесбог апа]уз, р. 809. ‘ 


— 959 — 


249. Приведене линейной векторгальной функщи къ нормальной формф. 
Пусть будуть 1, }, К орты, взятые по направленямъ осей поля, 
1, т, п длины полуосей индикатриссы, 1 ], Е соотв тетвуюне этимъ 
осямъ значення вектора г. Мы имЗемъ тогла 


=, и, =), 0; = ЯК’, 
и векторальная функшя получаетъь видъ: 
и — в, -|-- Цт. к) р 7% (1.г)у-Ри(К.г)К. 


Эта форма для выражешя линейной фунеши называется нормалу- 
ною. Она простйшая изъ везхъ формъ въ томъ отношении, что век- 
торальные коэффиненты ея взаимно-перпендикулярны. 

Составимъ и для обратной функции нормальную форму. Но фор- 
муламъ (529): 


Р=И’.т} Ж ик = иг. ЖК = тяг = Ими, 
} 


т в 


И, п, — р И. —= 


ИС 


и поэтому формула (531) даетъ: 


г— (и — ш)--[9'. (а — щ) 9 -- [к (а — в. 


Сложене и разложен1е линейныхъ вектомальныхъ полей. 


250. Сопряженная линейная векторальная функшя. При изучеши ли- 
нейной векторальной функци, которую мы будемъ пока брать въ 
вид (519), полезно бываетъ разсматриваль одновременно другую ли- 
нейную функцию, которая получается изъ первой переетановкою буквъ 
А иа, Ви, Сис, одной на мЪсто другой, т.-е. функцио 


и — а(А.г) Г ЩВ.х)-| в(С.г) | В. 


Эта функшя по отношеню къ первоначальной называется сопряжен- 
ною съ нею. 

Въ аналитической формЪ (525) переходъ къ сопряженной функ и 
состоитъ въ томъ, что въ систем коэффиментовъ 


а а аз 
Ь, 6, [0 
С: 6 65 


горизонтальные ряды замфняются вертикальными и наоборотъ, т.-е. 
сопряженная линейная функцля опред$ляется формулами: 


Х = Х, рая Е бу Е с,2, 


У = У рая у -Е с, 
= Яо а& Ву снг. 


9 == 


Это видно непосредственно изъ формуль (527), если тамъ тоже пере- 
ставить буквы А, В, Сиа, Ь, с, однЪ на мЪето другихъ. 
Если 


.. Е Ч а, =6,, 
то данная и сопряженная функтя д%лаются тождественными, т.-е. 
такан линейная функшя сама себ сопряженная. 


251. Составное линейное венторальное поле. Пусть будуть даны 
различныя линейныя вектор1альныя фуввц!и: 


и' —=А’(а’.г) -|- ВЬ.г) Се.) 0, 
и" —= А\(а”.г) -- В"(Ъ".г) (с.г) -- 0", 
Функц 
и—=ш-и--... (537) 
ВЪ этомъ случаЪ тоже линейная. Это слЪдуетъ прямо изъ того, что 
было сказано въ 8 5 о приведени линейнаго вектортальнаго уравне- 


н]н къ нормальному виду. Функщя (537) называется по отношеню къ 
даннымъ составною. 


Если функщи п, п’, ... заданы въ формЪ (523): 
м — що Ри, (1.г) | ц,(9.г) и г), 
щи," -к) ЕК), 


и еели для составной функщи принять такую же форму, 


и — ши, (1.т)-- и, (7.г) и. (К.г), 


то 
По --..., 
паи ее В, 
ми Ри ..., 
= ини .... 


Принимая во внимаве эти зависимости и формулы` (524), служашая для 
перехола къ аналитическому выражено линейной вектортальной функции, 
легко замфтить, что коэффиденты составной функц!и получа- 
ются алгебраичеекимъ сложен1емъь соотв тственныхъь коэф- 
фицентовъ слагаемыхъ функц1й. 

Подобно сложеню можно производить и разложенще линейной 
вектортальной функции на двЪ или нфс,олько составляющихъ. Изъ 
сказаннаго выше очевидно, что такое разложен1е возможно безчислен- 
нымъ множествомь способовъ. 


5 — 


Такое разложен!е весьма полезно при изучещи всякихъ вопросовъ, 
въ которыхъ играеть роль линейная векторальная функшя. Главнымъ 
разложенемъ является при этомъ, какъ и для всякой векторальной 
функци вообще, разложене на функцию поля потеншальнаго и на 
функщю поля соленоидальнаго (глава ТХ). Чтобы перейти къ этому 
разложен!ю, разсмотримъ теперь расхожденте и вихрь линейной векто- 
ральной функцти. 

252. Расхождене и вихрь линейнаго поля. Прилагая формулу (481) 
иъ уравнешямъ (525), находимъ: 


фу —= а 6, -- с. (538) 


Итакъ. расхожден1е линейнаго вектор1альнаго поля вездЪ 
одинаково. 
Прилагая къ тЪмъ же уравненямъ формулу (445), находимъ 


сити = (с, — 5-Е (а, — с.) -Е (6, — ак; (539) 


откуда мы видимъ, что вихрь въ линейномъ вектор1альномъ пол 
везд$ имЪетъ одинаковыя величину и направлен1е. 

Отбюдла мы находимъ услов!я, чтобы линейное поле было 
потенц1альнымъ: 


6, = в., Я; — С: 6, — аз 
и услов1е, чтобы оно было соленоидальнымъ: 
р = 1 


253. Разложене линейнаго поля на потенщальное и на соленоидальное. 
Пусть будетъ и, линейная векторальная функфя, сопряженная съ дан- 
ною функшею ц (8 250). Составное поле 


г 


1 
и = шие) 


потенщальное, такъ какъ для поля (ие) коэффищенты (с,, 6.), (а, с.) и 
(6,, а.) становятся одинъ на мЪето другого, такъ что 


си, —= (6, —с„Я-|- (с, — а.5-- (а: — В )К == — сита, 
а поэтому 


1 1 
сие’ == -5- оне -[- ве) = ы сме —{- 5 сие, ==0. 


Составное же поле 


— 255 — 


соленоидальное, потому что для обоихъ полей коэффищенты а, 6,, с. 
т же самые, и слФдовалельно 


Фуц, == ум, 


с Лошене о . 
ау" — 5. (в — ) = 5 Фи — @уц. = 0. 


ВыЪст$ съ тБмъ мы имЪемъ тождественно: 


зи) Ниши, 


== 


и тавимъ образомъ линейное поле разложено на потенщальное и на 
соленоидальное составляюцля. 


Въ аналитической формЪ это разложене представится такъ: для 
потенщальной части 


‚ 1 1 

Хх —= Ха -- 5 (а, Еду (а, вв, 
й И , 1 

У = % | 5 (а, Е, —- ву | 5 (6. - 6-2, 


й 1 1 ь 
й = 2-5 (@, еде, Ее су -|- 2, 


а для соленоидальной 


1! 1 1 
Хо = 9 (а. с )Е ий а», 


т 1 1 
). ое (6, аа.) 2 5 (е, — 6.9, 


„ 1 1 
Я’ = (в, — Ву — 5 (а, — ся. 


Ириложеня ин упражненя. 


111. Однородно-измёняемое т5ло. Такъ называется измЪняемое тфло, обла- 
дающее слЗлующими двумя свойствами: 1) ВеЪ точки, приналдлежания въ какой- 
нибудь моментъ одной и той же плоскости, во все время движеня принадлежать 
одной плоскости; 2) параллельныя плоскости во все время движенля остаются 
параллельнымн. Отсюда выводится заключене, что Декартовы координаты точек 
однородно-измЪняемаго тфла суть зивейныя фувнктн начальныхь координать 
тфхъ же точекъ. Предполагая это извстнымъ, можно теперь сказахь: полярный 
векторъ какой-либо точки однородно-изм$няемаго тфла есть линей- 
ная вектор1альная функция начатьваго полярнаго вектора той же 
точки. Обратное заключене тоже справедливо: если нолярные векторы для мо- 
мента $ н начальные связаны между собою линейною завненмостью, то мы имфемъ 
дЪло съ двнжешемъ однородно-измфняемаго т$ла. 

112. Поле скоростей и ускоренй въ движенм однородно-изм$няемаго тёла. Векто- 
рлальные коэффишенты А, В, С, а, №, с въ формулЪ (519), когла она выражаеть 
лвижене однородно-измФняемаго тфла, являются функшями времени. Показать, 
что геометрическая производная перваго порядка вектора и но времени (екорость) 
ееть тоже линейная вектормальная функщя начальнаго полярнаго вектора. и по- 
казать тоже самое для геометрической производной второго порядка (усекоренйя)- 


== 6 —= 


113. Показать, что если въ векторальную формулу для скоростей одно- 
родно-изыфняемаго тЪла вместо начальнаго полярнаго вектора ввести полярный 
векторъ для момента $ то эта формула попрежнему опредфляеть линейную 
вектортальную функцтю. Для этото нужно воспользоватьея формулою (581). 

114. Показать, что веБ предыдупия разсуждешя могуть быть приложены 
къ движению твердаго тфла, н написать для него соотвЪтственныя векторлальныя 
функщи. 

115. Опредфлить индикатриссу въ полф скоростей и въ полБ ускоренй въ 
движени твердаго тфла. Для р шен1я ем. упражненя 98 и 99. 

116. Разложить ноле скоростей и поле ускоренй въ движевши твердаго 
тЪла на потенщальное в на соленондальное. 

117. Что выражаеть собою въ пол скоростей твердаго тфла функая, со- 
пряженная съ векто]1альною функщею скоростей. ОтвЪфтъ: Поле скоростей съ 
обралнымъ направлешемт вращательнаго движен1я. 

118. Роль линейной венторальной функши въ гидромеханик$ и въ теори упругости. 
Достаточно малый элементъ всякаго изм няемаго т%ла можеть быть разсматри- 
ваемъ, какъ тфло однородно-измфняемое, какъ это слЁдуеть изъ разложешя 
функци, опредфляющихъ движене измняемаго тфла, по строкЪ Маклорена и 
улержан!я членовъ перваго порядка. На основан этого веф разсужденя настоя- 
щей главы нахолять себЪ приложен1е въ гидромеханик® и въ особенности въ 
теорли упругости, прн пзузеюми деформаши весьма малаго элемента упругаго 
тЪла. Читатель, знакомый съ этими отдфлами механики, безъ затрудненй при- 
мфнитъ къ нимъ вектомальныя разесужденя настоящей главы. 

119. Ноллинеарно-измфняемое тБло. Такъ называется измфняемое тфло, обла- 
дающее свойствомъ, что при его движенш вс$ точки, принадлежаня какой-нибудь 
одной плоскости, во все время движения остаются въ одной и той же нлоскости, 
которая впрочемъ можеть измФнять свое положене. Однородно-пзмняемое тфло 
есть частный случай коллинеарно изм няемаго, который получается, если отбро- 
сить второе изъ указанныхь въ упражненши 111 свойствъ. Въ аналитической 
формЪ движене коллинеарно-пзмняемаго тфла опредфляетея тфмъ, что коорди- 
наты его точекъ суть отномешя трехъ линейныхь функщИ начальныхъ коорли- 
натгь къ одной и той же четвертой линейной функциг этихъ коордннать. Пока- 
зать на основаниг этого, что въ векторальной форм это двнжеше опредфляется 
формулою 
(а. -- (®-к)у -- (©.к)Е а 

фе, о нжаньй 


= 


тдф г начальный полярный векторъ, п полярный векторъ для момента $. а век- 
торы а. №, с, @, $ зависять отъ #. 

120. Найти вектор1альную формулу для скоростей въ нредылущемь движени 
и показать, что она приводнтея къ вилу 


у= (8.00 (А.1)1-+- В.) -- (С.щ)к + 0. (540) 


(ПодробнЪе объ этомъ въ аналитической форыЪ см. П. О. Сомовъ, „Вннематика 
коллинеарно-нзмфняемой системы общаго вида“. 1891 г. Варщавевя Унив. ИзвЪ- 
сея, и отдфльной книгой). 

121. Конгруэнщя перваго порядка канъ векторальное поле. Конгруэнщя перваго 
порядка разематривалась въ 88 140—144. Такь какъ черезъ каждую точку (г) 
пространства проходить одна опредЪленная прямая конгруэнши, то, опред$лая 
каждую изъ этихъь прямыхь векторомъь и, мы получаемь векторлальное поле. 
Чтобы это поле было вполнф опредфленнымъ, необходимо еще, чтобы длины век- 


—= 8.5 == 


торовъ подчинялиеь какому-либо опредзленному закону въ зависимости отъ ноло- 
жешя начала каждаго вектора. Этоть законъ можеть быть установленъ произ- 
вольно. Мы можемъ, напрнмЪръ, задать постоянную длину для всЪхЪ векторовъ 
или мы можемъ длину векторовъ брать различною, но выбрать для нея такой 
законъ, прн которомъ было бы нанболЪе удобно воспользовалься уже имфющи- 
мися въ изелФлован о конгруэнщци въ глав% У] формуламн. Мы выберемь по- 
слЪдн! путь н возьмемъ для векторальной фувкии формулу (334): 


и — [а, | (6, Жг)] Х [а, | (&, Жк)| (541) 
122. Разложене поля конгруэнши на линейное н на поле второго порядка. Пре- 
образовывая формулу (541), находимъ: 


п — (а, Ха,)  [(®, Жк) Х а,] + [а Ж № Х г) - [@ Х г) Х № Х *]] 
— (а, Жа,) — (а. .к)№, | (а. Ве (аа), — (а, .Вь)г 


- (№, Х в. кг. (242) 
Члены первой строки представляють линейную векторгальную функц! ю: 
и’ == (а: .г)№. — (а .к)№, -- |(а..№,) — (а... }г | (а, Жа)), (543) 
а поелБдый членъ квадратичную вектортальную функц!ю 
и” — (6, Х №. кг. (544) 


Линейная функция (543) можетъ быть приведена къ нормальному виду (519); 
сравнивая нослф этого формулу (542) съ формулою (540), мы видимъ, что поле 
конгруэнци можно разсматривать какъ поле скоростей въ движен1и 
коллинеарно-изм$ няемаго тЪла. Нужно впрочемъ замфтить, что поле (542) 
не представляетъ собою самаго общаго вида такого поля скоростей: послфлнее 
опредфляется патью векторами А, В, С, У, $, а первое только четырьмя: а,, а. №, №, 

123. Опредфлить расхождене и вихрь въ полБ нонгруэнщи. Отв$тъ: Выразивъ 
формулы (543) и (544) въ ортахъь, находим: 

Фи" — 2[(а,.№,) — (а, .№.)|, Фуа” —4(%, Х №,. Г), 
спи" —= (а Х Ъ,) — (а, Х №.), спит” — (№, ХЬ,) Ж к; 

поэтому 


Фу —= З[(а,.№,) — (2..0) -- 3, Х 1-х), 
еп и = (а, Ж №,) — (а, Х Ъ,) + (®,-к)в, — (№. к). 
Отсюла мы заключаемь. что расхождеые опредфляетсн лннейною скалярною 
функщею и раснред$ляетея такъ, что оно одинаково въ плоскости 
Ь, Ж В. -г == [(а,.В5) — (2..6,)] +- с0056; 


веф эти плоскости между собою параллельны п нормальны кт, вектору №, Х Ъ.. 
Поле вихрей опредфляетея линейною векторальною функшей. 


Лады и дадики Джиббеа. 


254. Поняще о дадахъ и дадинахъ. Теорйя линейныхъ вектор!аль- 
ныхъ функщй весьма обстоятельно и притомъ въ оригинальной форм 
разработана Лжиббеомъ (©1555) въ его „Уесбвог апаГузз“. Ето символи- 
ческая метода по своей общности, удобству приложен, въ особенности 
въ боле сложныхъ случаяхъ, наконець въ виду ея родства съ теорей 
кватерн!оновъ Гамильтона (8$ 52—55), передъ которой она однако же. 


з а = 
п. Сомовъ.—Вектомальвый аналнизъ- ь 17 


—= #05 == 
‚ 
имЗетъ несомнфнныя преимущества, заслуживаетъ того, чтобы на ней 
остановиться. Мы не будемъ впрочемъ излагать ее во всей полнот%, 
отеылая для этого читателя къ указанному выше сочинению самого 
Джиббса. 

Исходя изъ основной формулы (519), опредЗляющей въ самомъ 
общемъ вид линейную векторальную функцию, но отбрасывая въ этой 
формул послЪднйй членъ 0, который, какъ мы знаемъ, представляетъ 
значене функщи въ полюс, и считая такимъ образомъ что при г —=0 
будетъ и п=0, т.-е. принимая 


п —А(а.г)-| В(Ф.г)-| (с.г), (545) 
Джиббеъ пишетъ эту формулу такт: 
и — (Аа -|- ВЬ {| 06).г 
и разсматриваетъь символическое выражене 
ф — Аа-|- В | Сс (546) 


какъ операторъ, преврацаюний векторъ г въ векторъь и. Въ выраже- 
ни (546) векторы А иа, ВиъЪ, Сие не связаны между собою ни 
знакомъ геометрическаго, ни знакомъ векторальнаго умноженй, которыя 
здЪеь не имфютъ м%ета. Это выражен!е получаетъь смыслъ геометриче- 
ской формулы только въ видЪ (545); т$мъ не менЪе оно подчиняется 
нЪкоторымъ законамъ символическихъ операщй, которыя играютъ важ- 
ную роль во всей теори. 

Каждый членъ выраженя (546) называется: „дладъ“ (уз); и сим- 
волическое соединен!е нЪсколькихъ такихъ членовъ знакомъ (-|-) назы- 
вается: „лЛадикъ“ (4уадс). Въ выражене линейной функци входятъ 
трехчленные дладики. Формулу (545) Джиббсъ замЪняетъ сокращенною 


и —Ф.ге. {547) 
КромЪ того онъ разсматриваетъь формулу 
и ==и.®. 
понимая ее въ смыслЪ: 
п — (г.А)да -|- (Г.В) --т.С)е 
или, все равно, въ смысл: 
и—=а(А.г)--- В(В.г)-- с(С.х), 


и называетъ эту функцию сопряженною съ функщей (547), что вполнЪ 


—0® == 


согласуется съ даннымь въ 8 2650 понятемъ о сопряженной линейной 
функции. Полагая 
аА Г БВ еб = 1, 
имфемъ 
т.Ф — М. 


и видимъ такимъ образомъ, что перестановка множителей въ 
символическомъ произведении (547) равносильна переходу отъ 
данной линейной функц!и къ сопряженной. Для посл дней функ- 
ци Джиббеъ употребляеть также выражене Ф;; такъ что 


О, 


Понятно, что и наоборотъ 


255. Фадики и нватерноны. Въ 88 52—65 было дано поняте о 
кватерн1юон$, какъ о такой операци, которою данный свободный век- 
торь обращается въ другой свободный векторъ. Символъ кватернюна 
разематриваетея при этомъ какъ множитель, поставленный передъ пер- 
вымъ векторомъ. Подобную же роль играетъ и Мадикъ, однако же съ 
тою разницею, что 1) операщя дладика явнымъ образом сводится къ 
извфстнымъ дЪйстыямъ: геометрическому умноженю и въ геометриче- 
скому сложеню, 2) она естественнымъ образомъ вытекаетъ изъ понял я 
о линейной векторальной функц! и 3) она прилагается въ векторамъ 
цфлаго поля, давая при этомъ результатъ, зависяний не только отъ 
элементовъ самой операши, какъ это имфетъ мЪсто у кватернтона, но 
и оть направленн первоначальнаго вектора. 

256. Условя, опредфляющи дадикъ, и условя равенства дадиковъ. 
Мы знаемъ, что линейная вектортальная функщя вполн опредЪляется 
(при и, = 0) ея значенями ц.,, и», и, длн трехъ точекъ поля,, не ле- 
жащихь на одной прямой ($ 240); поэтому и ладикъ опредВляется, 
если даны Ф.г,, Ф.г,, Ф.г.. Въ частности, если взять г, =1, г, =}, 
г, =, то имемъ: 


Фи =, Ф.) =ц,, Ф.К = ц,, 
п—Ф.г=Ф. (21-21 -- 2К) =Ф.1--9Ф.] -|- Ф.К 
== кН = у. Е 21., 
согласно съ формулою (522). СлЪланныя здЪсь преобразованйя основаны 
на правилахъ, доказательствъ которыхъ мы не приводимъ въ виду ихъ 


простоты. Самъ дладикъ въ данномъ случа составляется такъ: х==1.т, 
у=].-г, #=К.х: поэтому 


и — 1,1.) -- 9.().к)-- и .к) = Ф.к, 


5960 


тд дадикъ 
Ф—=иа- и.) Г ш.К. (548) 


Два дедика Ф и Т нужно считать равными, если для веЪхЪ по- 
лярныхъ векторовъ 
ФЕ 
или если 
ЕЕ. №. 


Изъ предыдущаго же слфдуетъ, что для этого достаточно, чтобы то 
или другое изъ этихъ равенствъ выполнялось для трехъ некомплянар- 
ныхъ векторовъ г, напримЪръ для трехъ ортовъ. 


257. Девятичленная форма дадика. Если въ формулу (548) ввести 
выражения (524), то трехчленный ладикъ замфнится девятичленнымъ: 


ой би Е 
На 65) сю 
-Н алк - Е Е -- с КК. 


Здесь п, д, ... ЕК дады, а а, 6,, ... с, скалярные множители. 

Можно дладикъ представить и въ боле общей девятичленной 
формЪ, если принять 10 вниман!е, что всяюй векторъ можетъ быть 
разложенъ не только по ортамъ, но и но всякимъ тремъ другимъ не 
комплянарнымъ векторамъ. Если разлагать ,, и., в, п 1 шп, аг 
по Т, шт’, п, то мы получаемъ: 


Ф=аП РР ышР сш 
—- аа’ Е Бома" Е сои’ 
-Р аш’ -- буша - сл, (549) 


тдЪ скаляры а, 6, ...6. имЪють конечно уже иное значене чЪиъ 
прежде. 

Изъ основного понят1я о мадиЕЪ видно, что въ каждомъ дадВ 
скаляры могуть быть поставлены или спереди или сзади или между 
элементами; можно также дЪлать слЗдующее преобразоване въ фор- 
мулЪ (549): 

Ф — Ка. Г -- аж Нап’) -- ШТ -- м 6.) 


= в(е. Р-Р сш" Е сп’) 
—= Ш -- шМ -- о, (550) 


глЪ векторы 
Е—аГ аш ам, 
МЫ Ьш вп, 
№М—еГ-Нежм см. 


Тоть же ладикъ можно было бы привести къ форм: 
фФ—=ЬТ Мм -- Мм. ы (551) 


— 20 —= 


Въ формЪ (550) можно считать произвольно заданными векторы 1, т, п, 
а въ формЪ (551) векторы Т, ш’, п. Поэтому можно сказать: Вснк1й 
дладикъ можеть быть приведенъ къ суммЪ трехъ такихЪъ 
д1адовъ, у которыхъ или предшествующ!е элементы или по- 
слфдующие (но не т и друге одновременно) могутъ быть 
произвольно заданы, лишь бы ни та, ни другая тройка элемен- 
товъ не были комплянарны. 

258. Выражене расхожденя и вихря линейнаго поля черезъ дадикъ. 
Когда элементы каждаго длада, Аа. ВЪ, Сс поставлены рядомъ безъ 
веякаго знака между ними, то эти лады, какъ и весь ладикъ, явля- 
ются лишь символами, получающими теометричесый смыслъ только 
тогда, когда сзади или спереди къ нимъ приставленъ геометричесвай 
множитель. Но лады получаютъ и сами по себЪ опредЪленный геоме- 
тричеекй смыслъ, если между ихъ элементами поставить знакъ или 
геометрическаго или векторальнаго умножен1я. Замфчательно, что въ 
этихъ случаяхъ лладикъ обращается или въ расхождене или въ вихрь 
векторТальнаго поля, послздёй вирочемъ съ обратнымъ знакомъ, потому 
что у Джиббеа вектортальное произведете считается направленнымъ 
противуположно тому, какъ принято въ этой книг, т.-е. 


(А.а)-|- (В.Б) (С.е) = @и 
(АХ (ВХ (С Же = — ам, 
АДЪйствительно, по формуламъ (526) имЪемъ: 


А-а = Аха -- Азау -- Ага: ; 
В = Вых - Ву, + Б.. : 
С .С — @ 2 -- Сус + С. с» : 


складывая и принимая во вниманте формулы (527) и 538), получаемъ: 
А. Г В.5--С.с—а, РВ, - с, = би. 
Подобнымъ же образомъ находимъ 


А х а — (Аа: = Алый —- { Аза» ==— Ага.) - (Аза и Аро)К, 
ВХЬ= (В. — ВЫ - (Вл, — В4,)} + (ВА, — Врк, 
С Же = (Сус АЕ су г (Сс а 0,5: | (Сис В Сусх)Е В 


откуда по формуламъ (527) и 539) 
(А Ха (ВЖЬ- (С Же = (6, —сд-Е (с, — аз) + @, —в к 


— — ими. 
259. Произведеня д!адиковъ. Пусть даны два дадика: 


Ф— Аа-! В. -|- Се, 
ЧФ — Ее ЕР @5; (552) 


—= 202 —= 
Если взять посл ловательно 
п—_Ф.г, у —Т.а 


то векторъ у, разсматриваемый какъ функнйя вектора г, можетъ быть 
выраженъ такъ: 

у— @.(Ф.г) = \.Ф.к; (553) 
здЪсь символь Ч.Ф означаетъ двойную линейную операцию, произво- 
димую послФдовательно надъ векторомъ г. Джиббеъ называетъ ее 
„произведен1емъ“ двухъ д1адиковъ. 

Оно эквивалентно одному лладику, т.-е. предетавляетъь собою 
тоже линейное зекторальное преобразоваше. Посмотримъ, какъ это 


преобразован!е выражается черезъ данные элементы (552). Для этого 
замътимъ, что въ выражеши 


и-=Ф.г=А(а.г) - В, г) С(с.г) 
каждый членъ есть векторъ, и поэтому 


т—=Ф.п —= 1. [А(а.г) -|- В(ф.г) -- С(с.т)] 
—\Ч.А(а.г) - .В(Ь.г)-- Ч.С(с-т). (554) 


Здесь скалярныя произведеня могутъ быть вынесены и впередъ: 
у== (а.г)Р.А-- (.г).В- (с.т)Ф.С. (555) 
Раземотримъ первый изъ членовъ въ формул (554): 
Т.А(а.г) = Ше.А(а.г)]-- ЕЕ. А(а.г)]-|- @[5.А(а.г)]. (556) 


Здфеь мы встр$чаемен съ ‚произведентями“ дврухъ д1адовъ, & 
именно, по обозначеню Джиббса: 


в 
Ее. А(а.г)] — Ее.Аз.г, САС (557) 


и здЪсь Ее.Аа разсматривается кавъ произведене двухъ щадовъ Ее 
и Аа. Оно должно быть понимаем только въ томъ емыслЪ, какъ это 
выражено первою частью формулы (557). Съ этимъ произведешемъ 
дадовъь можеть быть выполнено слфдующее преобразоваше: 


-Ёе.Аа —— (е.А)Ва; (558) 
потому что 
Ше.Аа.г = Е[е.А(а.г)] = В(е.А)(а.г) 


з 


Е. — (е.А)Е(а.г) == (е.А)Юа .г. 


Такимъ Е по формул? (558) произведене двухъ дадовъ Ее и Ва 


— 263 — 


сводится въ простому аду Ба, умноженному на скаляръ е.А. Обра- 
щаясь посл этого опять къ формуламъ (553), (554) и (556), находимъ: 


Т.Ф = Ее.Аа -|- Ее.ВЬ Ее. Сс 
—- РЁ.Аа -- ЕЕ. ВЬ Г РЕ. Сс 
— @5.Аз р @2.ВЬ- @.0Сс 
== (е.А)Жа | (е.ВуЕЬ-- (е.С)Ее 
=. А)Ра Е (Е. В)ЕЬ -| (Е. С)Ес 
+ (&.А)@а -| (5.В)@ -|- (5.С)@с. 


Наконець замфтимъь еще, чго формула (555), уже не въ симво- 
лической, а въ геометрической форм, выражаетъ слфлующее векто- 
ральное преобразованйе: 


у— [Ее. А) Е.А) 1 6(5.А)Ка.г) 
—- [( (е.В,-- Е(. В) 6(=.В)] -г) 
= [Е (е.С) - Е.С) - @(=.С)Те-тг), 


или также 


1— Е[(в-А)(а-г) 1 (@-В)-г)-Ё (@.6)(с-2)] 
ЧЕ РЕ. АХа.х)-| (Г.В. г) (6.6). 
-- @[(=-А)(а.г)-|- (&.В)-х)- (&.С)(с-г)]. 


Аналитически эта формула выражаеть результатъ двухъ по- 
сл довательныхъ линейныхъ преобразован!й. 

Джжиббеъ разсматриваетъ также произведеня и болфе чЪмъ двухъ 
дадиковъ и произведеня изъ суммъ дадиковъ. Ве его результаты 
могутъь быть весьма полезны при боле сложныхъ поел$довательныхь 
линейныхъ преобразовашяхъ, въ особенности, если его премы получать 
хальнЪйшее развите и обобщене. 


